Jarostaw Wroblewsk: Matematyka Elementarna, zima 2011/12

W dniu 26 wrzesnia 2011 r. omawiamy test kwalifikacyjny.

Uwaga: Przyjmujemy, ze 0 nie jest liczba naturalna, tzn. liczby naturalne sa to liczby
catkowite dodatnie.

1. Dane sa liczby naturalne m, n. Wéwczas dla dowolnej liczby naturalnej k, liczba &
jest podzielna jednoczesnie przez m oraz n wtedy i tylko wtedy, gdy jest podzielna przez

Ponadto, jezeli .........ccccooiiiiiiiiiii , to dla dowolnej liczby naturalnej k,
liczba k jest podzielna jednoczesnie przez m oraz n wtedy i tylko wtedy, gdy jest po-
dzielna przez mn.

2. W liczbie 372000000175 wpisa¢ w miejsce obu znakéw zapytania taks samg cyfre
tak, aby otrzymac liczbe podzielng przez 75. Poda¢ wszystkie rozwiazania.

3. W liczbie 312000000177 wpisa¢ w miejsce znakéw zapytania takie cyfry (moga by¢
rézne), aby otrzymaé liczbe dajaca przy dzieleniu przez 72 reszte 5. Podaé wszystkie
rozwigzania.

4. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne d, dla ktérych prawdziwa jest nastepujaca
cecha podzielnosci przez d:
Dla dowolnej liczby naturalnej k, liczba k jest podzielna przez d wtedy i tylko wtedy,
gdy liczba utworzona przez dwie ostatnie cyfry liczby k jest podzielna przez d.

5. Jakie reszty moze dawa¢ kwadrat liczby catkowitej przy dzieleniu przez 37 Przez 87
Przez 57

6. Jakie reszty moze dawac szescian liczby catkowitej przy dzieleniu przez 77 Przez 97
7. Wyznaczy¢é wszytskie liczby naturalne n > 1, dla ktorych liczba n? — 1 jest pierwsza.
8. Wyznaczy¢ wszytskie liczby pierwsze p, dla ktérych liczba 3p+1 jest pierwsza.

9. Wyznaczy¢ wszytskie liczby pierwsze p, dla ktérych liczba p? 42 jest pierwsza.
10. Czy istniejg liczby naturalne m, n speliajace réwnanie

6" =12"7

11. Cgzy istniejg liczby naturalne m, n, k spetniajace rownanie

612" =187

12. Czy istnieja liczby naturalne m, n, k spelniajace réwnanie

18™.24™ =12% 7

Lista 1 -1- Strony 1-1/



Jarostaw Wroblewsk: Matematyka Elementarna, zima 2011/12

13. Wskaza¢ takie liczby naturalne m, n, ze

m3n4 — 211 . 37 . 513 )
14. Ktoéra liczba jest wieksza, 223-1810 czy 121%.37 7
15. Ile zer koncowych ma liczba 33! ?

16. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne d o nastepujacej wtasnosci: Dla dowolnych
liczb naturalnych m, n, jezeli iloczyn mn jest podzielny przez 7, to co najmniej jedna z
liczb m, n jest podzielna przez d.

17. To samo z liczbg 24 zamiast 7.
18. Obliczy¢ NWD(24!, 24*%).
19. Obliczy¢ NWW (1212 18'%).

20. Dowies¢, ze liczba naturalna o sumie cyfr réwnej 47 nie moze by¢ ani kwadratem,
ani szescianem liczby catkowitej.

21. Dowiesé, ze dla dowolnej liczby naturalnej n liczba n? —n jest parzysta, liczba
n® —n jest podzielna przez 6, a liczba n® —n jest podzielna przez 30.

Wskazéwka: n° —n=(n—2)(n—1)n(n+1)(n+2)+cos.

22. Niech a = 24.37.59, h—26.311.55 —210.33.72
Obliczy¢ NWD(a,b,c) oraz NWW(a,b,c).

23. Niech a =2%.37-6%, b=26.31.45, ¢=210.33.102,
Obliczy¢ NWD(a,b,c) oraz NWW (a,b,c).

24. Na wyspach Bergamutach podobno jest kot w butach i podobno uzywaja tam
tylko liczb naturalnych dajacych przy dzieleniu przez 3 reszte 1. To ograniczenie nie
pozwala na wykonywanie dodawania, ale mnozenie nie sprawia ktopotu. Mozna tez bez
problemu moéwié¢ o podzielnosci liczb. Liczba 4 jest uwazana za liczbe pierwsza, bo oprocz
11 4 nie ma zadnego innego dzielnika sposrod liczb uzywanych na Bergamutach. Ktére
sposréd liczb mniejszych od 30 sa na Bergamutach uwazane za pierwsze, a ktoére za
ztozone? Czy na Bergamutach prawdziwe jest twierdzenie o jednoznacznosci rozktadu
na czynniki pierwsze?

25. Potaczy¢ podane warunki w grupy warunkéw réwnowaznych dla dowolnej liczby
naturalnej n.
a) liczba n jest nieparzysta
b) liczba n jest wzglednie pierwsza z 6
c) jedna z liczb n—1, n+1 jest podzielna przez 4
d) jedna z liczb n—1, n+1 jest podzielna przez 6
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e) jedna z liczb n—1, n+1 jest podzielna przez 8
f) liczba n?—1 jest podzielna przez 4

g) liczba n?—1 jest podzielna przez 8

h) liczba n?—1 jest podzielna przez 12

i) liczba n?—1 jest podzielna przez 16

j) liczba n?—1 jest podzielna przez 24

26. Dowies¢, ze w ciagu 1, 2, 4, 8, 16, 23, 28, ..., w ktorym kazdy kolejny wyraz
powstaje z poprzedniego przez dodanie sumy cyfr, nie wystepuje liczba 2007.

27. Niech n!!=n(n—2)(n—4)... bedzie iloczynem liczb naturalnych nie wiekszych od
n i bedacych tej samej parzystosci, co n. Ile zer koncowych maja liczby 34!! oraz 35!! 7

28. Dowies¢, ze iloczyn dowolnych czterech kolejnych liczb naturalnych powigkszony
o jeden jest kwadratem liczby catkowite;j.

29. Uporzadkowaé podane liczby w kolejnosci rosnacej. Nie uzywaé kalkulatoral!!
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30. Obliczy¢
a) NWD(254678914%7, 10*3)
b) NWD(47285136413, 259)
c) NWD(100000008%%, 1216)
d) NWD(100000011%4, 3003%)
e) NWD(20000000431, 242%)
f) NWD(18465210275%, 107)
g) NWD(777142842632850, 1437)
h) NWD(11223344556667°, 4437)
i) NWD(124689457162722%, 1417, 330%3)
j) NWD(1352263965789126%, 2619, 39%2)

31. Wskaza¢ najmniejsza (o ile taka w ogodle istnieje) liczbe naturalna k, dla ktorej
podane wynikanie jest prawdziwe dla dowolnych liczb naturalnych m, n i (ewentualnie) r.
a) 3¥|mn = (33|mv 33n)

b) 5¥|mn = (5*mV57|n)
c) ™ mnr = (7°|lmV 73nV 7%|r)
d) 4%|mnr = (45|m Vv 43|n v 42|r)
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e) 6%mnr = (65/mV63|nVv62|r)

32. Uporzadkowa¢ podane liczby w kolejnosci rosnace;j

a=90-60"
b=15%-1207
c=27.301
d =60
e=400.455
f="726.510

g=>5'-500002

33. Pani napisata na tablicy pewng liczbe naturalng. Troje uczniéw spostrzegto i
wypowiedzialo pewne wtasnosci napisanej liczby. Niestety, tylko dwoch uczniéw podato
wlasnosci poprawne, a trzeci uczen si¢ pomylit. Ktory uczen popetnit btad?

Wersja I
Pankracy: Napisana liczba jest kwadratem liczby catkowite;j.

Serwacy: Suma cyfr napisanej liczby jest réwna 38.
Bonifacy: Napisana liczba przy dzieleniu przez 9 daje reszte 2.

Wersja 11
Pankracy: Napisana liczba jest kwadratem liczby catkowite;j.

Serwacy: Suma cyfr napisanej liczby jest réwna 32.
Bonifacy: Napisana liczba przy dzieleniu przez 9 daje reszte 7.

Wersja II1
Pankracy: Napisana liczba jest kwadratem liczby catkowite;j.

Serwacy: Suma cyfr napisanej liczby jest réwna 19.
Bonifacy: Napisana liczba przy dzieleniu przez 9 daje reszte 3.

Wersja IV
Pankracy: Napisana liczba jest kwadratem liczby catkowitej.

Serwacy: Suma cyfr napisanej liczby jest rowna 2004.
Bonifacy: Napisana liczba konczy si¢ cyframi 2005.

Wersja V
Pankracy: Napisana liczba jest szescianem liczby catkowite;j.

Serwacy: Napisana liczba konczy sie cyframi 444.
Bonifacy: Napisana liczba jest nieparzysta.

Wersja VI
Pankracy: Napisana liczba jest szeScianem liczby catkowite;j.

Serwacy: Napisana liczba konczy si¢ cyframi 2222.
Bonifacy: Suma cyfr napisanej liczby jest réwna 43.

34. Uprosci¢ wyrazenia

)
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b) (1-v2)’

c) (22 =1)- (22 +1)

d) (3669 _ 1) . (9669 43669 4 1)
92007 4 |

e) 2669 4 1

35. Uzupetni¢ wzory skroconego mnozenia. Kropki wystepujace po lewej stronie row-
nosci zastapi¢ pojedynczym znakiem.
a) (z+2)?=2*+...
b) a®*+0*=(a+b)-...
c)a®—v*=(a—b)-...
d) a®...0° = (a*+ab+b?)-...
e) at..b*=(a+0b)-...
)

Uwaga: Przyjmujemy, ze w postepie geometrycznym wszystkie wyrazy sa rézne od
zera.

36. Obliczy¢ sumy postepéw (ciagdéw) arytmetycznych i geometrycznych.
a) 1+2+3+...+n
b) 3+4+5+...+n
c) 14+24+4+4... 427
d) 1+3+9+...4+3%07
e) 2" 43.27 1432024 43"
f) 3+15+22+..4+103
g) 4+6+9+..+3%
h) 1-5+i—§5+. +5m
i) 7+9+11+134...+(6n+1)
j) 54+15+25435+454+55+654 ...+ (100n+55).
k) 5+8+11+14+...+101
) —17—13—9—...+99
m) 27+81+243+...+3%
n) 14+v2+2+2v2+4+...+2"
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37. Drugi, piaty i dziesigty wyraz pewnego postepu arytmetycznego tworza postep
geometryczny trojwyrazowy. Jaki jest iloraz tego postepu geometrycznego?

38. Obliczy¢ 1+2+4+7+8+10+134+14+16+19+...+1000,
gdzie réznice miedzy kolejnymi sktadnikami tworza ciag okresowy
1,2,3,1,2,3,1,2.3,...

39. Obliczy¢
T e s
2 3 4 8 9 16 27 32 7 2187’

gdzie w mianownikach znajduja sie potegi dwojki i trojki ustawione rosnaco.

40. Dla ktorych liczb naturalnych n > 3 prawdziwe jest nastepujace twierdzenie?
W dowolnym postepie arytmetycznym n-wyrazowym o sumie 0 co najmniej jeden z
wyrazéw jest réwny 0.

41. Rozwiaza¢ nierownosci
a) Vr+2vr—2<va2—1
b) Va2 +27> 22
, 1
c)x®>—
it
d) 23>~
x
e) x<x2—|—8x8) <x<x2+x8)
) Vir —4—22 < 2?7 42007
g) V22 +2007 < V322 +1999
1
h) [[[[[lz] =1 =1[=1[-1]-1]< 3
i) Va2 —2r+1+ Va2 —dr+4< Va2 + 2+ 1+ V22 —8x+16
§) [ — 25| < 24
k) (245 4 (z+5)% < (32 +1)*7 + 3z +1)*
l) (1,2_|_1)x+2<(x2_‘_1):c2

42. Ktora z liczb jest wieksza
a) 123456 - 123458 czy 1234577
b) 1000! czy 1000
c) 1000! czy 100%

d) 1000! czy (500!)

2007\ **" 2007\ *%°
°) ( 666 ) oy ( 666 >
f) (é/@— 2) 2007 czy (\4/@_ 2>666
g) <%_2)2007 cry (%_2)666
h) (é/@_3>2007 cry (%_3)666
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V793" cay (V79—3)""
i) (V79

.]) 2100 czy 999.

k) 21000 czy 3700

1 7667 1 7666

33337 + 66661~ 33334

2007\ (2007
666 ) ¥ \ 667

)
Q)

N 2007 2008
666 666
N 2007 2007
1666 1667
2007\ (2008
666 Y\ 1666
V3746
u) \/ﬁ =y
12
V) \/3_1—6 czy

1
A% CZ
) 756 e
x) V37 —6 czy 10

666 1
y) (\/ﬁ—G) czy 10010

9 27/8 27 9/4
9 (3) e (5)

Matematyka Elementarna, zima 2011/12

43. W miejsce kropek wstawi¢ najwieksza/najmniejsza (cokolwiek jest sensowne)
liczbe, przy ktorej podana implikacja jest prawdziwa dla dowolnej liczby naturalnej n

a) 24n* = ...... n?
b) 18|n® = ........ n?
c) 60[n° = ........ n®
d) n*)24=n’........
e) n’|10! = n?|........
f) 54ln* = ...... n?
g) n°|12° = n|.......
h) 8%n'= ... In
Lista 1
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Jarostaw Wroblewsk: Matematyka Elementarna, zima 2011/12

Lista powtérkowa do kolokwium nr 1 (3 listopada 2011)
Uwaga: To sg zadania do samodzielnej powtorki - na zajeciach rozwigzemy tylko
czes¢ zadan z tej listy.
Prosze umie¢ wskaza¢ zadania, ktére wymagaja omdwienia.
Kolokwium bedzie zaktadalo umiejetno$é¢ rozwigzania zadan 1-78 oraz umiejetnosé
samodzielnego myslenia.

44. Czy réwnosé
(a+b)% = a®+2a*b+ 2ab* + b*
jest prawdziwa dla
a) a=0,b=2007;
b) a=2007, b=2008;
¢) a=-2007,b=0;
d) a=2007, b=-20077

45. Czy istnieje taka liczba naturalna n, ze

d) n4:49~328-612?

46. Czy réwnosé v a2 =x jest prawdziwa dla
a) x=2MS _ 4336
b) T = 16112 _ 2448 .

) z= 4336 _ g224

47. Czy podana liczba jest podzielna przez 2!
a) 6256544265423562514™ ;
b) 15475780878235410241 ;
c) 4777247245432274100%° ;
d) 87598598085956340360 ?

48. Czy dla dowolnych liczb naturalnych a, b
a) liczba NWW (a,b) jest podzielna przez NWD(a,b) ;
b) liczba NWW(a,b) jest podzielna przez b;
¢) liczba NWD(a,b) jest podzielna przez NWW (a,b) ;
d) liczba NWD(a,b) jest podzielna przez a?
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49. Dla dowolnej liczby naturalnej n liczba n? jest podzielna przez 6 wtedy i tylko
wtedy, gdy liczba n? jest podzielna przez d. Czy powyzsze zdanie jest prawdziwe dla

a) d=4;
b) d=36;
c) d=12;
d) d=247

50. Czy w dowolnym 10-wyrazowym postepie arytmetycznym
ai, as, as, ..., a1g zachodzi réwnosé
a) ai+apg=az+ar;
b) as+ag=2a¢;
c) ag+ag=as+ag;

d) a3+a8:2a5?

51. Niech S(n) oznacza sume cyfr liczby n. Czy dla dowolnej liczby naturalnej n
liczba n—S(n) jest podzielna przez

53. Czy dla dowolnego postepu geometrycznego tréjwyrazowego aq, as, ag podany
nizej ciag jest postepem geometrycznym
a) a1+7, as+7, az+7;

b) Yay, J/az, J/as;

c) Tay, Tag, Tag;

7 7 7
) Gy, Ay, 0,3?

o,
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54. Czy istnieja dwie liczby naturalne, ktérych najwiekszy wspoélny dzielnik stano-
wi p% ich najmniejszej wspdlnej wielokrotnosci, jezeli

a) p=20;
b) p=50;
¢) p=30;
d) p=407?

55. Czy podana liczba jest kwadratem liczby naturalnej
a) 6°-8%;
243 ;
123
1837

o
28 =
o
R e B

56. Czy rownosé
a*-b'=a' +4a’b+6a°b° + 4ab® + b*

jest prawdziwa dla

a) a=2,b=2;
b) a=2,b=5/2;
c) a=3,b=2;

d) a=3,b=3/27

57. Czy istnieje taka liczba pierwsza p, ze

~—

a) liczba p+23 jest pierwsza;
b
c

d

~—

liczba p+29 jest pierwsza;

~—

liczba p+25 jest pierwsza;

~—

liczba p+27 jest pierwsza ?

58. Czy NWW(a,b,c) = abe, jezeli
a) a=3,b=5,¢c=T7,;
a=3,b=20, c=25;
c) a=3,b=6, c=8;
d) a=3,b=9,c=157

=
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59. Czy prawdziwa jest réwnosé

0 ()2 ()
0 (1) ()
0 () =2:(2)
0 ()= (1):

60. Sposrod dowolnych k roéznych liczb naturalnych mozna wybraé takie 3 rézne
liczby a, b, c, ze obie liczby a—b oraz b—c sa podzielne przez n. Czy powyzsze zdanie jest
prawdziwe dla

a) k=9, n=>5;
b) k=30,n=15;
c) k=11, n="7;

d) k=21, n=107

61. Dla dowolnej liczby naturalnej n, liczba n? jest podzielna przez a wtedy i tylko
wtedy, gdy jest podzielna przez b. Czy powyzsze zdanie jest prawdziwe dla

a) a=6,b=18;
b) a=48, b=24;
c) a=12,b=>54;
d) a=24,b=36"7

2.n3, gdzie m, n sy liczbami

62. Czy podang liczbe mozna przedstawi¢ w postaci m
naturalnymi

a) 6-87;
b) 6-247;

63. Czy podang liczbe mozna przedstawié¢ w postaci m?-n?, gdzie m, n sg liczbami
naturalnymi

a) (101)10.17;
) (131)18.11;
¢) (11N.15;
d) (120)12.13?

o
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64. Czy prawdziwa jest rownosé

65. Czy prawdziwa jest nieréwnosé

1
52 < -
2) <10

1
b) \/ﬁ—7<§;

1
V26—5< —:

c)

10’

1
d) 7—¢E<§?

66. Czy prawdziwa jest nierownosé

a) 2v2<3;
b) 4V2<5;
¢) 3v3<5;
d) 5v5<117?

Matematyka Elementarna, zima 2011/12

67. 3-ci, 4-ty i 6-ty wyraz postepu arytmetycznego tworza (w tej kolejnosci) postep

geometryczny trojwyrazowy. Czy stad wynika, ze postep geometryczny tworza takze

wyrazy (z zachowaniem kolejnosci):
a) 3-ci, 5-ty, 11-ty;

b) 3-ci, 6-ty, 12-ty;

c) 4-ty, 6-ty, 10-ty;

d) 6-ty, 8&-my, 11-ty ?

a)
b)
c)
d)

1

68. Czy prawdziwa jest nierownosé

1 1 1 1 1 10

B T e e

2
1
5

1

3
1

4

178" 16 oF 922 S 11

FETE S I P I
25 125 T 625 U TER T TTES S 110
1 1 1 1 1 5

Fotm bttt o <

9 27 &1 3k 333 11
_i_i_i_i_’_L_F _i_i_'_ +L<i?
16 64 256 4k T 44 11

Lista 1 -12 -

Strony 1-1/



Jarostaw Wroblewsk: Matematyka Elementarna, zima 2011/12

69. Suma wyrazéw dowolnego postepu arytmetycznego n-wyrazowego, o wyrazach
bedacych liczbami naturalnymi, jest podzielna przez n. Czy powyzsze zdanie jest praw-
dziwe dla

a) n=2008;
b) n=2011;
c) n=2009;
d) n=20107

70. Poda¢ najwickszy wspolny dzielnik i najmniejsza wspolng wielokrotnosé liczb

aib
a) a=12"8 p=18!%

NWD(,5) = NWW(@,5) = oo
b) a=111, b=12,

NWD(@,5) oo NWW(A0) =
¢) a=420.615 ph=415.62

NWD(a,b) =i NWW(@,5) = oo
d) a=10!, b=11,

NWD(@,5) = NWW (@) =

71. Poda¢ najwiekszy wspoélny dzielnik liczb
a) NWD(52714014%, 213) =..........ccoie
b) NWD(11223344%, 22446688'3) =.......ccovvvieinnn.
c) NWD(80000025%, 303) =....ccccevrrvrrirnnnn.
) NWD(48520000178, 101, 21M) =..........cooe

o

72. Podac zbior rozwigzan nieréwnosci

8) 21000 22007 e

A) T = 4] <3 o
D) T3] 22 i
C) [T =3 <4 o
A) T =3 < [T =] e
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74. Podac¢ zbior rozwigzan nieréwnosci

75. Poda¢ NWD i NWW
a) NWD(60%,90%) =........cccoerrrrrnnn.
b) NWW (11332266 22661133) =...........ccccoeveen.
c) NWW(60%,90%) =.......ccooovvernnnn.
d) NWD(11332266 2266'133) =..........cccooirnn

76. Podac liczbe zer koncowych danej liczby
a) 2008571939215°°-2008571939032%  .....ooiiieiiinn
b) 2008571939125%°-2008571939214%°  ......ociiiiieinne.
c) 2008571939025 -20085719390283%  ......cooiiiiiiiiinn,
d) 2008571939350%°-2008571939122% ...

77. Podaé taka liczbe p, ze liczba p po zwiekszeniu o p% daje n

a) n=24  pP=.iiii,
b) n=600 p=...ccciriiiinnn
) =39  P=.iriiiiie,
d) =75 p=.iiii

a) 13174+6Y
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