EGZAMIN, ANALIZA 1A, 31.01.2013
8 zadan po 5 punktow, progi: 20=3.0, 24=3.5, 28=4.0, 32=4.5, 36=5.0

Zadanie ]_ .

W kazdym z zadan 1.1-1.5 podaj kresy zbioru oraz napisz, czy kresy naleza do zbioru

(napisz TAK lub NIE).

Kres moze by¢ liczbg rzeczywista lub moze byé¢ réwny —oo albo +oo.
Za kazde zadanie, w ktérym podasz bezblednie oba kresy i poprawnie okreslisz ich

przynalezno$¢ do zbioru, otrzymasz 1 punkt.

Jesli podasz bezbtednie oba kresy i poprawnie okreslisz przynaleznos¢ jednego z nich do

zbioru, otrzymasz 0.5 punktu.

Powyzsza punktacja zaktada, ze wynik bedzie podany w postaci uproszczonej - za kazde
podanie wyniku w postaci razaco nieuproszczonej stracisz 0.2 punktu.
Zmienne m, n przebiegaja zbiér liczb naturalnych N ={1,2,3,4,5,...}

1.1. A= {m 25n2 <m2 < 27n2}
n

infA =5
Czy kres dolny nalezy do zbioru A TAK

supA =3v3=+/27

Czy kres gérny nalezy do zbioru A NIE

1.2. B= {m - 925m% <mP < 27n3}
n

infB =/25
Czy kres dolny nalezy do zbioru B NIE

supB =3

1.3. (J:{m: 3”<8m<4”}
n

infC =logg3
Czy kres dolny nalezy do zbioru C' NIE

supC' =2/3

1.4. D:{m: 3"<9m<4”}

supD =logy4 =log,?2
Czy kres gérny nalezy do zbioru D NIE

n
infD =1/2
Czy kres dolny nalezy do zbioru D TAK
P
2 Won—s7 "
infE=—1/7

Czy kres dolny nalezy do zbioru £ TAK

supE =1/3
Czy kres gérny nalezy do zbioru £ TAK
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Zadanie 2 .

Przy kazdym z ponizszych 14 zdan w miejscu kropek postaw jedna z liter P, F, N:

P - jest Prawda (tzn. musi by¢ prawdziwe)

F - jest Falszem (tzn. musi by¢ falszywe)

N - moze by¢ prawdziwe lub fatszywe (tzn. Nie wiadomo, czasem bywa prawdziwe,
a czasem falszywe)

Za podanie n poprawnych odpowiedzi otrzymasz max(0, n —9) punktéw.

O zdaniu T'(n) wiadomo, ze
e 7T'(1) jest prawdziwe,
e dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi implikacja T'(n) = T'(n+2),
e implikacja 7°(102) = T'(100) jest falszywa.

Co mozna wywnioskowa¢ o prawdziwosci zdania:

a) T(77) P

c) T(66) F

e) T(44) = T(444) P

g) T(22)=T(20) P

i) T(99) = T(91) P

k) T(87)=T(88) F

m) 7'(887) = T'(888) P

b) T(777) P

d) T(666) P

f) T(55) = T(555) P

h) T(222) = T(200) P

j) T(999) = T(991) P

1) T(88) = T(89) P

n) T(888)=>T(889) P
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Zadanie 3 .

W kazdym z siedmiu ponizszych zadan podaj warto$¢ granicy funkeji (liczba rzeczy-
wista) lub granicy niewtasciwej (+oo lub —o0).

Whpisz literke R, jedli nie istnieje granica ani granica niewlasciwa.

Za udzielenie n poprawnych odpowiedzi otrzymasz max(0, n —2) punktéw.

1 3x+2
3.1. lim <1+> = ¢
X

r—-+00

=1

r——400

1 vV3x+2
3.2. lim <1+>
xr

1 32242
3.3. lim <1+> = 3
T

r—-+00

3.4. lim

r——+00

1 X
3.5. lim <1+) = 1

3.6. lim <1+> = Ve

r——400

r—-+00

) 1\*
3.7. lim <1+> = 400
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Zadanie 4: o
Za udzielenie n poprawnych odpowiedzi otrzymasz max(0, n—1) punktéw.

Niech f:R — R bedzie funkcja okreslong wzorem
fx)=a- {22} +b-{22}* +c- {a},
gdzie {y} oznacza czes¢ utamkowa liczby y.
W kazdym z podpunktéw uzupetnij brakujace liczby rzeczywiste tak, aby funkcja f

zdefiniowana powyzszym wzorem byta ciagta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze liczby rze-
czywiste o zadanej wtasnosci nie istnieja.

c) a=NIE, b=NIE, c¢=3

f) « =NIE, b=NIE, c=5
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Zadanie 5 .
Wyznaczy¢ przedziat zbieznosci szeregu potegowego
o) x5n2
nZ::l V-5
Rozwigzanie:

Stosujemy kryterium Cauchy’ego do danego w zadaniu szeregu:

o | a1 ('xiS)"_b
V-5 \/T\/ﬁ 5n wn \ D "
i zauwazamy, ze wobec lim Yn =1 zachodzi zbieznosé

1
lim =1.

n—o0 % B

n

ik .
Jezeli = <1, czyli

o < V5,

to lim b, =0 <1, skad wynika, ze dany w zadaniu szereg potegowy jest zbiezny.

N .
Jezeli zas = > 1, czyli
2| > V5,
to JLIEO b, =400 > 1, skad wynika, ze szereg potegowy jest rozbiezny.

Zatem szereg potegowy ma promien zbieznosci v/5 i pozostaje zbadaé jego zachowanie
na koncach przedziatu zbieznodci.
Dla z = v/5 szereg potegowy przyjmuje postaé

[e.9] o0 1
AN

i jest rozbiezny jako szereg postaci Y. ﬁ, gdzie p< 1.
n=1

Natomiast dla 2 = — /5 szereg przyjmuje postaé

SIS
n=1 \/ﬁ

i w oczywisty sposob spetnia zatozenia kryterium Leibniza o szeregach naprzemiennych,

jest wiec zbiezny.

Odpowiedz: Przedzialem zbieznosci szeregu potegowego jest przedziat
5. 95)
Punktacja: 3 punkty za wyznaczenie promienia zbieznosci, po 1 punkcie za roz-
strzygniecie zbieznosci na kazdym z koncoéw przedziatu zbieznosci.
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Zadanie 6 . -
Poda¢ przyktad takiego szeregu zbieznego Y a, o wyrazach dodatnich, ze

n=1
(e.9] (0.9}
7
Z Ap = Z ai = 5 .
n=1 n=1
Uzasadni¢ poprawnosé¢ podanego przyktadu.
Rozwigzanie:
Sprobujemy znalezé szereg geometryczny o zgdanych wtasnosciach.
W tym celu zalézmy, ze a,, = cq" !, pamietajac, aby ¢ >0 oraz 0 < g < 1. Wowczas

C

o0 [e'e)
> =Y e =
n=1 n=1 1—

q

oraz
3

;ai Zgz:lc?’ (q3>n_1 = 1iq3 :

co po uwzglednieniu warunkéw zadania oraz prowadzi do uktadu réwnan

c _7

1—q 2

c3q 7 (&)
1—q3:§’

czyli
{ 2c=T7(1—q)
23 =T7(1—¢°).

Z pierwszego réwnania otrzymujemy

co po podstawieniu do drugiego rownania daje kolejno
7(1-q)° 3
5 =1(1-¢")
?(1-q)? _
7 =
7(1-q)° =4(1—q) (1+q+¢")

7(1-q)?=4(1+q+¢")

2

1—q3

49¢* — 98¢ +49=4¢> +4q+4
45¢* —102¢+45=0 ™)
15¢° —34¢+15=0.



Otrzymane réwnanie kwadratowe ma rozwigzania

344 BP 41515 174/I7P—157  174,/(17-15)(17+15)
N 30 N 15 N 15
C17+£v2:32 17+£64 17438
15 15 15

b

q

co wobec warunku ¢ <1 wymaga przyjecia ”+”="—"". Ostatecznie otrzymujemy

_17-8 9 3
=715 T15° 5
skad
T(l—q) 7
c=—(p—=¢-

Otrzymane rozwigzanie ¢ =3/5, ¢="7/5 prowadzi do

n—1 7,371—1
an, =Ccq = 5n

Odpowiedz: Przykladem szeregu spetniajacego warunki zadania jest szereg
00 7‘371—1

Z 577,

n=1

Punktacja czeSciowych rozwigzan wykorzystujgcych zaprezentowang wyzej metode kon-
strukcjyi przyktadu:

Za uzyskanie uktadu réwnan (#) - 2 punkty.

Za uzyskanie rownania (©) - razem 3 punkty.

Za poprawne wyliczenie ¢ =3/5 - razem 4 punkty.
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Zadanie 7.

Obliczy¢ granice

hm( n?+1 N n?+8 . nP + k3 - nP +8n'® )
n—o0\ /900190 +1 /9001990 432 /9001990 4 |5 V90072900 4 3230

dla tak dobranej wartosci rzeczywistej dodatniej parametru p, aby powyzsza granica byta
dodatnia i skoniczona.

Rozwigzanie:
Zauwazamy, ze dana w zadaniu suma ma 2n°® sktadnikéw. Szacujemy ja obustronnie:

n? 40 <2§ WK g nP48n’ o nP+8n'
: X e —F/—=2N =,
V900n%0 132030 = \/900n990 + k5 V90090 +0 300430

a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i goérnego.

o n? 40 i o4t 2.1 2 1
n-- - = — =—=——,
V9001990 4+ 32030 1/900n%%0 +32n30  \/900+32n-870  \/900+0 30 15

oile p—444=0, czyli p=444.
¢ nP+8nt®  2pPTO 4 160> 2pP~Mi4 160 2.140 2 1
. = = — =

2 _ _ 2_1
T RVED 307,450 30 30 30 15

oile p—444 =0, czyli p=444.
Korzystajac z twierdzenia o trzech ciagach wnioskujemy, ze dla p =444 dana w zada-
niu granica jest réwna 1/15.

2n0

Punktacja:

Poprawne okreslenie liczby sktadnikow - 1 punkt

Poprawne oszacowanie od gory i dotu przy zalozonej liczbie sktadnikow - 1 punkt

Poprawne wyznaczenie p =444 lub innej wartosci wynikajacej z przyjetej wczedniej
liczby sktadnikéw - 1 punkt

Poprawne przejscia graniczne w wyrazeniach szacujacych sume, powotanie si¢ na
twierdzenie o trzech ciggach oraz uzyskanie granicy 1/15 - 1 punkt

Poprawne zrealizowanie wszystkich powyzszych elementéw rozwigzania - 1 punkt
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Zadanie 8 .
Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem
8
f@)=Vat+1.
Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé
[z —y|

F@) - f)l <52

Rozwigzanie:
Skorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia

a® =1 = (a4—b4> . (a4—|—b4) = (a2—62> . (a2+b2> . (a4+b4> =
=(a=b)-(a+b)- (a>+1%)- (a*+0")
ktory przy zatozeniu a+b+# 0 mozna zapisa¢ w postaci
a®— b8
(a+Db)-(a®>+0?)- (a*+b*)
Przyjmujac a = Vit +1 oraz b= y1+1, zauwazamy, ze a+b >0 i przeksztalcamy lewa
strone dowodzonej nierownosci:

F(@)= £l =| Ve T= i1 =

_ (z'+1)—(y'+1)

(Vam+ 1+ ¥y 1) - (Vo + 1+ Y7 +1) - (Ve + 1+ 1)
_ |zt =y

(Vo T+ ¥y 1) - (Vo + 14 V1) - (Va ™+ 1+ Vo' +1)
_ |z =yl |z +yl-(2®+y?)

(VaT+ 1+ ¥y 1) (VaT+ 1+ 3y +1) - (VaT+ T+ Vy 1)

Korzystajac z nieréwnosci tréjkata i wykorzystujac réwnosé |x| = Vit otrzymujemy:

lz+y| <|z|+|y|= Vit (‘/y:< Vit 1+ Jyr41,

a—b=

(1)

skad
[z +y|

Vat+ 14+ Vy ™1
Podobnie, réwnoéé z? = v a* prowadzi do:

Py’ = VI <V 1y

<1. (2)

co daje
2 +y?
Vet + 1+ 41

<1. (3)




Ponadto zauwazamy, ze
1 1 1 1

< = =_.
Vet 1+ Syt 1  YO0+1+V0+1 141 2
Wykorzystanie tych nieréwnosci pozwala dokonczy¢ oszacowania:
2=yl [z +yl- (2% +y%)
(Var+ 1+ ¥y 1) - (Vo™ 1+ V1) - (Va ™+ 1+ Vo' +1)
~lz—yl- 1 , |z +y] @+
- S
Vot + 1+ Yy 1 Vot +1+ Yy +1 Vot +1+y +1

Punktacja:

Doprowadzenie przeksztatcen do (1) - 2 punkty

Otrzymanie nier6wnosci (2) - 1 punkt

Otrzymanie nieréwnosci (3) - 1 punkt

Otrzymanie nieréwnosci (4) i dokonczenie rozwiazania - 1 punkt



