EGZAMIN, ANALIZA 1A, 13.02.2013
8 zadan po 5 punktow, progi: 20=3.0, 24=3.5, 28=4.0, 32=4.5, 36=5.0

Zadanie ]_ .

W kazdym z zadan 1.1-1.5 podaj kresy zbioru oraz napisz, czy kresy naleza do zbioru
(napisz TAK lub NIE).
Kres moze by¢ liczbg rzeczywista lub moze byé¢ réwny —oo albo +oo.

Za kazde zadanie, w ktérym podasz bezblednie oba kresy i poprawnie okreslisz ich
przynalezno$¢ do zbioru, otrzymasz 1 punkt.
Jesli podasz bezbtednie oba kresy i poprawnie okreslisz przynaleznos¢ jednego z nich do
zbioru, otrzymasz 0.5 punktu.
Powyzsza punktacja zaktada, ze wynik bedzie podany w postaci uproszczonej - za kazde
podanie wyniku w postaci razaco nieuproszczonej stracisz 0.2 punktu.

Oznaczenie: Zbiér liczb naturalnych wiekszych od 1: No ={2,3,4,5,...}

1.1. A= {QIOg”S — Slog”Q ne NQ} Ocena .......
infA =0 supA =0
Czy kres dolny nalezy do zbioru A TAK Czy kres gérny nalezy do zbioru A TAK

2logn3

1.2. B= ne NQ Ocena .......

3logy,2
infB =1 supB =1
Czy kres dolny nalezy do zbioru B TAK Czy kres gérny nalezy do zbioru B TAK
2
T

1.3.C= {22 S X e ]R} Ocena .......
infC' =2 supC' =+00
Czy kres dolny nalezy do zbioru C' TAK Czy kres gérny nalezy do zbioru C' NIE

g2

1.4. D= {22 xeR Ocena .......
infD =1 supD =2
Czy kres dolny nalezy do zbioru D NIE Czy kres gérny nalezy do zbioru D TAK

23

1.5. £F= {22 -z eR Ocena .......

infF =1 supl) =+o00

Czy kres dolny nalezy do zbioru £ NIE Czy kres gérny nalezy do zbioru £ NIE
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Zadanie 2 .

W kazdym z ponizszych 6 pytan w miejscu kropek wpisz liczbe rzeczywista lub postaw
jedng z liter Z, R, N:

Liczba S - podany szereg jest zbiezny i jego suma musi by¢ rowna S

Z - jest Zbiezny (tzn. musi by¢ zbiezny), ale na podstawie podanych informacji nie
mozna wyznaczy¢ jego sumy

R - jest Rozbiezny (tzn. musi by¢ rozbiezny)

N - moze by¢ zbiezny lub rozbiezny (tzn. Nie wiadomo, czasem jest zbiezny, a czasem
rozbiezny)

Za udzielenie n poprawnych odpowiedzi otrzymasz max(0, n—2) punktow.
Piagty punkt za udzielenie sze$ciu poprawnych odpowiedzi.

[e.9]

Wiadomo, ze szereg Zan jest zbiezny, jego suma jest réwna 10, a pierwszy wyraz
n=1
jest rowny 3. Co mozna wywnioskowaé o zbieznosci ponizszego szeregu i o jego sumie

a) § 20 = R
n=1

0.9

b) > (a1+a,)= R
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Zadanie 3 .

W kazdym z czterech ponizszych zadan udziel czterech niezaleznych odpowiedzi
TAK/NIE.
Za kazde zadanie, w ktérym podasz cztery poprawne odpowiedzi, otrzymasz 1 punkt.
Za pozostate zadania nie otrzymasz punktow.

Piagty punkt za udzielenie szesnastu poprawnych odpowiedzi.

3.1. Czy szereg an jest zbiezny dla p=3—log,k, gdzie

=l
a) k=8 NIE

b) k=12 NIE

¢) k=16 NIE

d) k=20 TAK

3.2. Czy szereg Z(—l)”np jest zbiezny dla p=3—log,k, gdzie

n=1
a) k=8 NIE

b) k=12 TAK

c) k=16 TAK

d) k=20 TAK

3.3. Czy nier6wnos¢ |z+1| < |z —4| jest prawdziwa dla liczby zespolonej
a) z=log,3+1i-log;7 NIE

b) z=log;5+i-log,9 TAK

c) z=log,8+1i-log;12 NIE

d) z=logs11+i-log;14 TAK

3.4. Czy réwnosé z2 = 22 (uwaga na sprzezenie po lewej stronie) jest prawdziwa dla
liczby zespolonej

a) z=logg2+i-\/Iogg3 TAK
b) z=+/log;,3+1i-y/log;,4 TAK
¢) z=/Ilogd+i-y/I0g,s5 NIE
d) z=/Tog5+i- /108306 TAK
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Zadanie 4: o
Za udzielenie n poprawnych odpowiedzi otrzymasz max(0, n—1) punktéw.

Niech f:R — R bedzie funkcja okreslong wzorem
1
f(x):a.{2x}+b.{2x+1}+c.{x}+d_{IJFQ}7

gdzie {y} oznacza cze$¢ utamkowaq liczby y.

W kazdym z podpunktow uzupeinij brakujace liczby rzeczywiste tak, aby funkcja f
zdefiniowana powyzszym wzorem byla ciagta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze liczby rze-
czywiste o zadanej wtasnosci nie istnieja.

a)a=1, b=2, ¢=-3, d=-3

2, ¢=3, d=3

b) a= -5, b

¢) a= NIE, b= NIE, c=3, d=4

d)a=2, b=3, ¢=-5 d=-5

e)a=-9, b=3, ¢=6, d=6

f) a= dowolne, b= —-6-a, c¢=6, d=6
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Zadanie 5 .
Rozstrzygnac, czy szereg

Z:: +9900

jest zbiezny.

Rozwigzanie:
Udowodnimy zbieznos¢ szeregu korzystajac z kryterium Leibniza o szeregach naprze-
miennych.

W tym celu trzeba wykaza¢ spetnianie trzech warunkow:

1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne.

Jest to oczywiste.

2° Cigg wartosci bezwzglednych wyrazéw jest zbiezny do zera.

z 0

n

n
o2 +9900 e 1+ 200 140

3° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw jest nierosnacy.
W tym celu trzeba udowodni¢ nieréwnosé
n n+1
> .
n?49900 =~ (n+1)249900

Przeksztatcajac powyzsza nieréwnosé otrzymujemy kolejno:
n- (n?+2n+9901) > (n+1)- (n*+9900) ,
n®+2n2+9901n > n +n%+9900n + 9900 ,

n®+n > 9900,

>
n-(n+1)>99-100.

Poniewaz prawa strona powyzszej nierownosci jest stata, a lewa rosnie wraz z n, a ponadto
dla n =99 zachodzi rownos¢, widzimy, ze nieréwnosé jest prawdziwa dla n > 99.
Oznacza to, ze dany w zadaniu szereg nie spetnia zatozen kryterium Leibniza, ale

spetnia je szereg Z (2?339007

nie zalezy od zmlany lub pominiecia skoniczenie wielu wyrazéw, zbiezny jest takze szereg
dany w tresci zadania.

ktory wobec tego jest zbiezny. Poniewaz zbiezno$¢ szeregu

Punktacja:

Rozwiazania wykazujace brak $wiadomosci, ze nalezy oprzeé¢ rozwigzanie na kryte-
rium Leibniza o szeregach naprzemiennych i sprawdzi¢ monotoniczno$é¢ ciggu wartosci
bezwzglednych wyrazéw szeregu - 0 punktow.

Sformutowanie warunkoéw kryterium Leibniza, stwierdzenie, ze warunek 1° jest spet-
niony oraz sprawdzenie warunku 2° - 1 punkt.



Udowodnienie, ze ciag wartosci bezwzglednych wyrazow jest nierosnacy od wyrazu
99-go (lub od jakiegokolwiek dalszego - przy wyborze innej metody dowodu) - kolejne
2 punkty.

Koncowe uzasadnienie, ze dany w zadaniu szereg jest zbiezny (z powotaniem sie na
niezaleznos$¢ zbieznosci od zmiany lub pominiecia skonczenie wielu wyrazéw) - kolejne
2 punkty.
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Zadanie 6 . -
Poda¢ przyktad takiego szeregu zbieznego > a,, ze dla dowolnej liczby naturalnej
n=1

n > 2 wyraz a, jest dodatni, a ponadto

da,=1 oraz Y |a,|=13.
n=1 n=1

Uzasadni¢ poprawno$é¢ podanego przyktadu.
Rozwigzanie:

Gdyby szereg Y a, mial wszystkie wyrazy nieujemne, zachodzitaby rownosé
n=1

[o¢] (o]
2 an=>_lanl,
n=1 n=1

co przeczy warunkom zadania. Stad wynika, ze wyraz a; jest ujemny jako jedyny, ktorego
dodatnios¢ nie jest wymuszona zatozeniami podanymi w tresci zadania.

o0
Niech S = Y a,. Wowczas
n=2

Z a,=a;+S
n=1
oraz -
E:lan’:“_al*_sa
n=1
skad
{ al%—Szzl
-—a1+—S::13,
co prowadzi do a; = —6 oraz S =7.

To pozwala opisa¢ wszystkie szeregi spelniajace warunki zadania: pierwszy wyraz
musi by¢ rowny —6, a pozostate wyrazy musza by¢ dodanie i mie¢ sume 7. Jednak
polecenie zadania wymaga podania przyktadu, wiec w rozwigzaniu musimy wskazaé jakis
konkretny szereg.

Wychodzac od réwnosci

-1 1
—2n 2
otrzymujemy
= 14
> 5 =T,
n:22
., 1
co pozwala przyjaé¢ a; = —6 oraz a, = on dla n > 2.

Odpowiedz: Przyktadem szeregu spetniajacego warunki zadania jest szereg

S
>,
n=1



gdzie
14
ap=—6 oraz an:2—n dla n>2.

Punktacja:

Rozwiazania wykazujace brak $wiadomosci, ze a; < 0 jest jedynym wyrazem ujemnym,
a w szczegolnosci poszukiwanie przyktadu szeregu czysto geometrycznego - 0 punktow.

Za poprawne wywnioskowanie, ze a; = —6 - 2 punkty.

Za poprawne podanie opisu wszystkich szeregéow spetniajacych warunki zadania, bez
podania konkretnego przyktadu - maksymalnie 4 punkty za cale rozwigzanie.
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Zadanie 7.
Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

2
2”-( ”) >3.7m1
n
Rozwigzanie:

Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

n

Dla n=1 mamy 2"- (2”> :21-6) =2.-2=4oraz 3-7"'=3.-7"=3.1=3, a zatem da-
na w zadaniu nieréwno$¢ przyjmuje postaé 4 > 3, jest wiec prawdziwa.

Niech teraz n bedzie taka liczba naturalna, ze
2
2”-( ") >3.7m 1
n

2 2
2"+1~< nt >>3-7”.

Chcemy wykazacé, ze

n—+1

Wychodzac od lewej strony powyzszej nierownosci otrzymujemy
.y <2n+2> _ 27 (2n42)! 27 (2n)!(2n+1)-(2042)

n+1) (m+D!-(n+1)! nl-(n+l)-nl-(n+1)
_on 2n 2-(2n—|—1)-(2n—|—2)_2n 2n 4-(2n—|—1)>
N n (n+1)2 N n n+1
4.(2 1
gt 2D gt g
n+1
o ile udowodnimy, ze
et
n+1

Powyzsza nieréwnos¢ jest rownowazna kolejnym nieréwnos$ciom
4-2n+1)>7(n+1),

8n+4=>Tn+T7,

nz=3J.

Drugi krok indukeyjny zostat wiec przeprowadzony tylko dla n > 3.

Dla kompletno$ci dowodu nalezy sprawdzi¢ dang w tresci zadania nieréwnos¢ dla
n=2 oraz n=3. Sprawdzenie dla n =3 okazuje sie przejmowacé role pierwszego kroku
indukcyjnego, a sprawdzenie dla n =2 weryfikuje dowodzona nieréwnos¢ w przypadku,
ktory dotad nie zostal sprawdzony, ani tez nie wynika z dowodu indukcyjnego.



Dla n =2 otrzymujemy

4
22-<2> =4.-6=24>21=3-7".

Dla n =3 otrzymujemy

6
23. (3) =8-20=160>150=3-50>3-49=3-7%.

Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nieréwnos¢ zostata udowod-
niona dla kazdej liczby naturalnej n > 3, a ponadto wykonaliémy bezposrednie sprawdze-
nie dla n=1 oraz dla n =2.

Uwagi @ punktacja:

Sprawdzenie dla n =3 nie wydaje sie wymagac¢ wiele pracy, jednak brak swiadomosci
koniecznosci wykonania tego sprawdzenia jest bardzo powaznym btedem.
Jedli zamiast nieréwnosci A (Ol
“(2n+
4@t
n+1
W rozwiazniu pojawi si¢ ostra nierownos¢
4-(2n+1)
—>7,
n+1 (4)
to w konsekwencji drugi krok indukcyjny zostanie przeprowadzony dla n > 3. Tym samym
konieczne bedzie takze sprawdzenie dowodzonej nierownosci dla n =4.

Maksymalna mozliwa ocena za rozwigzanie, w ktérym brak jest Swiadomo-
$ci koniecznosci wykonania sprawdzenia dla n=3, to 2 punkty. To samo, gdy
brak jest $wiadomosci koniecznos$ci wykonania sprawdzenia dla n =4, jezeli z rozwiaza-
nia nie wynika (np. z powodu uzycia ostrej nier6wnosci (#)), ze zostala udowodniona
implikacja T'(3) = T'(4), gdzie T'(n) jest dowodzona nier6wnoscia.

Punktacja szczegotowa:
4-(2n+1)

] >7 -1 punkt

Doprowadzenie rachunkéw do nieréwnosci

Rozwiazanie tej nieréwnosci - 0.5 punktu

Wykonanie sprawdzenia dowodzonej nier6wnosci dla n = 1,2 (takze dla n =3 w przy-
padku uzycia ostrej nieréwnosci (#)) - 0.5 punktu

Wykonanie sprawdzenia dowodzonej nieréwnosci dla n=3 (odpowiednio dla n=4
w przypadku uzycia ostrej nieréwnosci (#)) - 0.5 punktu oraz podwojenie calej
punktacji
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Zadanie 8 .

Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem
f(z)=Vx2+108.

Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé

|z —y|
(@) = FII< 500

Rozwigzanie:
Skorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia

a® =08 = (a'—b")- (a' +0") = (a®=1?) - (> + %) - (@' + ") =
=(a—b)-(a+Db)- (a2+b2) . (a4—|—b4) ,
ktory przy zatozeniu a+0b# 0 mozna zapisa¢ w postaci
ad—b®
(a+b)-(a2+0%)-(a*+b*) "

Przyjmujac a = v/22+ 108 oraz b= /y2+ 10%, zauwazamy, ze a—+b> 0 i przeksztatcamy
lewa strone dowodzonej nierownosci:

(@)= f(y)] = | Va2 + 108 — {fy2+108

(2% +10%) — (y*>+10°%)
(Va?+105+ {7 +10°) - (Va? + 105 + Yo7 F10°) - (Va2 + 10° + /o2 + 10F)

a—b=

2% — |
(Va?+105+ {7 +10°) - (Va2 + 105 + Yo7 F10°) - (Va2 + 105 + /o2 + 10F)

(Va2 + 105+ {7 +10°) - (Va2 + 105 + Y47 F10°) - (Va2 + 105+ /o2 + 10F)

Korzystajac z nieréwnosci trojkata i wykorzystujac réwnosé |z| = v a? otrzymujemy:

[+ y] < [+ [y = Va2 +1/y? < VaZH 105+ /52 + 108,
skad
[z 4yl
Va2 +108 + /42 + 108

Ponadto zauwazamy, ze

1 1 1 1
8/ 2 8 8/,2 s 8 8 5 ~ 90 (3)
Va2 +108 4+ /42 +10 V041084 0+ 10 10410 20




Analogicznie
1 1 1 1
4 4 S 4 = = : (4)
Vaz+108+ /42 +108 ~ 0+1084++/0+10% 1004100 200

Wykorzystanie tych nieréwnosci pozwala dokonczy¢ oszacowania:

[z —y|-|z+y| _
(Va2 +105+ 7 +10°7) - (Va2 + 105+ 7 +10%) - (Va? +10° + /o7 +10°)
VaZ+ 108+ 2+ 108 Va? +10° + V37 108 Va2 + 105+ /5 +10°
1 1 T—y
<le—yl 5550 _ley

20 200 4000

Punktacja za poszczegolne elementy rozwigzania:
Doprowadzenie przeksztatcen do (1) - 1 punkt
Otrzymanie nier6wnosci (2) - 1 punkt
Otrzymanie nier6wnosci (3) - 1 punkt
Otrzymanie nieréwnosci (4) - 1 punkt
Dokonczenie rozwigzania - 1 punkt



