Jarostaw Wroblewsk: Matematyka Elementarna, zima 2012/13

Poniedziatek 12 listopada 2012 - zaczynamy od omoéwienia zadan z kolokwium nr 1.
Wtorek 13 listopada 2012 - odbywaja sie zajecia czwartkowe.

79. Uprosci¢ wyrazenia
a) 42+10g27
b) log ;52-logs9
c) logs2+1logss9
80. Dla ilu tréjek liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢ réznych od 1 spetniona jest
podana réwnosé? Dla wszystkich? Dla zadnej? Dla niektérych (podaé 3 przyktady, a jesli
przyktadéw jest mniej niz 3, podaé¢ wszystkie)?
a) log,(bc) = (log,b) +log,c
b) log,(bc) = (log,b) -log,c
c) log,(b+c) = (log,b)-log,c
d) log,(b+c) = (log,b)+1log,c
e) (log,b)-log,c=log,c
f) log, (b°) =c-log,b
g) log, (b) = (log,b)”
81. Bez uzycia kalkulatora rozstrzygnaé, ktoéra liczba jest wigksza:
a) log,7 czy logs7
b) log, 47 czy log, 37
c) log,7 czy log, 37
d) log,7 czy logy7
e) log,0,7 czy log;0,7
f) log, 50,7 czy log, ;0,7
g) log,0,7 czy log, 30,7
h) log,,0,7 czy logs0,7
i) logy27 czy log,8
j) logs8 czy log,h
k) log;127 czy log;,999
1) log5100 czy log,10
m) (log,3)-logs7 czy (log,7)-logs3
n) (log,3)-log;5 czy (log;9)-log,425
0) log,3 czy logsh
p) log,7 czy log;19
q) log,3 czy log;13
r) log,5 czy log,556
Wskazéwka do kilku ostatnich pytan:
Wiadomo, ze wartos¢ utamka nie zmieni sie, jezeli licznik i mianownik pomnozymy przez
te samg liczbe rézna od zera.
Podobnie, wartos¢ logarytmu nie zmieni sig, jezeli podstawe i liczbe logarytmowana .....
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82. Czy jest prawda, ze logy(a+b) =log,a+log,b, jezeli
a)a=2,b=2
b) a=3/2, b=3
c)a=2,b=3
d) a=3/2, b=2
e)a=5b=5/4

83. Czy jest prawda, ze a-log,b="b-log,a, jezeli
a)a=2,b=3
b) a=2,b=4
c)a=2,b=5
d)a=3,0=4
e) a=64/27, b=256/81

84. Czy jest prawdg, ze
a) 2-log;b=1log;10
b) 2-logyb =log,25
c) 2+logs5 =1logy10
d) 2+logsb =logs45
e) \/(2—1logy7)* =2—log,7

£) \/(2—1og,7)> =2 —1log,7
g) V(2—1og;23)” =2 —1log;23
h

(2—1log,17)* =2—1log,17

85. Dla ktorych liczb naturalnych m i n wigkszych od 1 liczba
log,,(mn) -log, (mn)
log,,(mn) +log, (mn)
jest wymierna, a dla ktérych niewymierna?

86. Czy liczba log \/5_1)(\/5 +1) jest wymierna czy niewymierna?

87. Czy liczba
210g35 o 510g32

jest wymierna czy niewymierna?

88. Suma wyrazéw rosnacego postepu arytmetycznego 2007-wyrazowego o wyrazach
dodatnich jest liczbg wymierna. Czy stad wynika, ze co najmniej jeden wyraz postepu
jest liczba wymierng?

89. To samo pytanie dla postepu 2008-wyrazowego.
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Oznaczenia: Przypominam, ze [z] oraz {x} oznaczaja odpowiednio czesé¢ catkowita
i czes¢ utamkowa liczby rzeczywistej x.
90. Poda¢ przyktad takiej liczby rzeczywistej x, ze
a) [z]=—4, {z}<1/10
b) [z]=—-4, {z}>9/10
c) 2-{z}# {2z}, =<0
d) 2-{z} ={bz}, >10
91. Podac¢ przyktad takich liczb rzeczywistych x, y, ze
a) [z+y] # [x]+[y]
b) [2z+y] =2[x] +[y] +2
c) [ztyl={z}+{y}, 2y>0
d) [zy] = [z]-[y]+10
92. Wyznaczy¢ wszystkie takie liczby rzeczywiste a, ze dla dowolnej liczby rzeczywi-
stej x zachodzi réwnosé [x+a]=[x]+a.
93. Rozwigzaé¢ nieréwnosci
a) logy, (z° +1) <logy,(z° +312)
b) (z?+z+1)% > (22 +z+1)*"!
c) 2t =512 +4<0
d) log,x +log,4 <3

94. Wyznaczy¢ wszystkie takie pary liczb p, q, ze p i ¢ sa pierwiastkami réwnania
v* +pr+q=0.
Sposob 1

Liczby p i ¢q sa pierwiastkami podanego rownania wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi
tozsamosé

2 +pr+q=(z—p)(r—q).

p=...... S = oraz p=...... NE I
Sposob 11
Liczby p i q sa pierwiastkami podanego réwnania wtedy i tylko wtedy, gdy
P’ +p’+q=0
oraz
¢ +pg+q=0

Dlaczego oba sposoby rozwigzania prowadza do réznych odpowiedzi?
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Powtorka

Uwaga: Ponizsze zadania sa zadaniami do samodzielnej powtorki - na zajeciach roz-
wigzemy tylko czes¢ zadan z tej listy.

Prosze umie¢ wskaza¢ zadania, ktére wymagaja omdwienia.

Kolokwium nr 2 (6 grudnia 2012) bedzie zaktadato umiejetnosé rozwiazania zadan
1-167 oraz umiejetno$¢ samodzielnego myslenia.

95. Dane sg liczby rzeczywiste x i y spelniajace warunki |z —4| <1 oraz |y —4| < 2.
Czy stad wynika, ze
a) [z —y[ <2
b) |[z+y|>6
c) |[z+y| <10
d) |zy|>10
e) |ry| <40

96. Kilogram ziemniakéw kosztuje 50 groszy. Jaka bedzie cena ziemniakdw, jezeli ich
cena wzrosnie
a) o 2000%
b) o 1000%
c) 0 400%
d) 0 200%
e) o 100%
£) 0 20%

97. Za 17 ztotych i 37 groszy mozna kupi¢ 30 kg ziemniakéw. Ile ziemniakéw mozna
bedzie kupi¢ za 34 ztote i 74 grosze, jezeli ich cena
a) wzrosnie o 20%
b) zmaleje o 20%
c¢) wzrosnie o 50%
d) zmaleje o 50%
e) wzroénie o 100%
f) zmaleje 0 90%

98. W rosngcym postepie arytmetycznym o wyrazach dodatnich 6smy wyraz jest
wiekszy od pigtego o 20%. Podaé przyklad takich m i n, ze n-ty wyraz jest od m-tego
a) wickszy o 100%

b) mniejszy o 10%
c¢) wiekszy o 10%
d) mniejszy o 1%
e) wiekszy o 1000%
f) mniejszy o 99%
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99. Czy istnieja takie liczby pierwsze p i ¢, ze liczba ¢ jest od liczby p
a) wieksza o 100%

b) wieksza o 50%
c) wigksza o 40%
d) wigksza o 20%
e) wigksza o 5%
f) mniejsza o 5%

100. Dla funkcji f zdefiniowanej podanym wzorem oraz dla podanego zbioru Z roz-
strzygnaé, czy funkcja f jest réznowartosciowa na zbiorze Z oraz podaé zbiér wartosci
funkcji f na zbiorze Z.

a) f(x)=22 Z=[-3,-1)

b) f(z)=22 Z=(-3,4]

c) f(x) Z =[-3,—-2]U][3, 5]

d) f(z)=22 Z=(-3,-2]U[3,4)
A

h) f((cc)) =2% Z=(-3,3)
i) flz)=2"=3], 2=(=3,3)
i) flz)=2"=5], 2=(=3,3)
101. Czy prawdziwa jest rOwnosé
a) loga3=2-log,3;
b) logy16=2-logs9;
c) log,9=2-log43;
d) logs6=1+logs37
102. Czy réwnoscé (\/E)b = aV? jest prawdziwa dla

103. Czy podana liczba jest liczbg catkowita podzielna przez 10
29!

a) 26!

36!

33!

30!

28!

s,

31!
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104. Czy prawdziwa jest nieréwnosc¢
a) V3+v8<5;
b) V10+V17<7T;
¢) V5+V17<6;
d) V8+V15<77?

105. Czy podana liczba jest catkowita

106. Wiadomo, ze

) 1001, (M) =202 (M) =3003
4) 7 \5) T \6) '

Czy prawda jest, ze

107. Liczby caltkowite dodatnie m i n sg dzielnikami liczby catkowitej dodatniej k.
Czy stad wynika, ze liczba k jest podzielna przez
a) mn;
b) m+n;
¢) najmniejsza wspolna wielokrotnosé liczb m i n;

d) najwiekszy wspolny dzielnik liczb m in?

108. Czy nier6wnos¢ 3z < x°+2 jest prawdziwa dla
a) r=logs2;
b) x
c) r=1logs3;
d) z

=logs2;

=logyb?
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109. Czy podana liczba jest catkowita
151
35
18!
38
) 16!
Q) — .
36
17‘
d
) 37
110. Czy réwnanie 22 +1y* = 2° jest spetnione przez liczby
a) v=28 y=20 »=2%;
:224 y:224 Z:225.
c) x=2,y=2, z2=2;
d) z=212 y=2% »=2"7

=

111. Czy prawdziwa jest nieréwnos¢

)E<ﬁ.
Y 17 197

11 11
b) T?<E7
) 113
o 1113

17515

19
d _ ?
TR

112. Czy réwnanie a®+2ab+b? = ¢? jest spetnione przez liczby
a=175, b=429, c=2006;
b) a=449, b=409, c=—40;
4= —449, b= 409, ¢ =40
d) a=449, b= —409, c=407
113. Czy nieréwnos¢ \/r+y < /x+,/y jest prawdziwa dla
a) =9 y=2513;
b) x=log79, y=1og1137;
c) x=2006, y=_8024;
) 2=(5).v=(5)"
114. Czy prawdziwa jest nieréwnosc¢
a) 21000 - gi00,
b) 51003 < 95600,
¢) 31001 £ 9300,
d) 41002 < 92006 7
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115. Czy dla dowolnej liczby rzeczywistej dodatniej x zachodzi réwnosc¢

(o) =",

jezeli

a) a=2,b=2;
b) a=2,b=5/2;
c) a=3,b=3;

d) a=3,b=3/27

n!

116. Niech a, = )
37"

Czy wtedy

&
~—

a1o <ago;

=

aq0 < asp;

o
~

a3 < az7;

=

asy < ass ?

117. Dane sg takie liczby catkowite a, b, ¢, d, ze liczby a+b+c oraz b+c+d sa
nieparzyste. Czy stad wynika, ze

a) liczba a+d jest nieparzysta;
b) liczba b+c jest parzysta;
c¢) liczba a+d jest parzysta;
d) liczba b+c jest nieparzysta ?

118. Liczby rzeczywiste dodatnie x i y spelniaja nieréwnos¢ |r—y| < 1. Czy stad
wynika, ze
a) |v?—y?[<1;
b) 22+ < (zv+y)?;
c) r+y<l;
4) =2 <aty?

119. Czy istnieje taka liczba rzeczywista M, ze dla dowolnej liczby catkowitej do-
datniej n zachodzi nieréwnosé

n
— < M:
2
1
b) n* 4 :
n+1
1
o M
n
n+1
d <M?
) n24+1
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120. Dowolna liczba catkowita dodatnia jest podzielna przez mn wtedy i tylko wte-
dy, gdy jest ona jednoczesnie podzielna przez m i przez n. Czy powyzsze zdanie jest
prawdziwe dla

a) m=12, n=15;
b) m=15 n=22;
c) m=13, n=18;
d) m=14,n=217

121. Czy dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢ réznych od 1 zachodzi
rownosé
a) loga(bc) = (logab) +logac;
b) log, (b%) = (logab)*;
¢) log.(b+c)=(log,b)-log.c;
d) (log,b)-logyc=log.c?

122. Czy prawdziwa jest nieréwnosc¢

a) logab <logsh;

o

) logo27 <logs7;
c) logo 27 <logpsT;
d) logs7 <logs7?

123. Czy dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi réwnosé

124. Czy dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y, z speliajacych warunki
|lt—2| <1, |y—3| <1 oraz |z—5|<1 zachodzi nier6wnos$¢
a) r+y+z<12;
b) zyz>10;
c) r+y+z>T;
d) zyz<607
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125. Czy liczba logy(n?+7) jest wymierna dla

126. Czy jest prawda, ze
a) logs26 <+/22—3;
b) logs26 < V14 ;
) logs26 < /18 —1;
d) logs26<+/267

@)

127. Czy podana liczba jest wymierna

) \/(5—2\/6 2+\/ 7-2V6)’
\/(5+2¢_ +\/ 6—2v/10)"
\/(5 2V/7) +\/ 6—2v7)’

\/(4+ V5) +\/(5—2\/3) ?

128. Czy prawdziwa jest nieréwnosc¢
a) (501190 < (100!)5°;
b) 5222 < 333
c) 100! <10%%;
d) 100! <100%?

129. Dane sa takie liczby rzeczywiste a, b, ¢, ze liczby a+0b oraz a+b+c sa wymierne.
Czy stad wynika, ze
a) liczba a jest wymierna;
b) liczba b jest niewymierna;
c¢) liczba ¢ jest wymierna;

d) liczba b+-c jest wymierna ?
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130. Dla dowolnej liczby naturalnej k liczba k? jest podzielna przez m wtedy i tylko
wtedy, gdy liczba k3 jest podzielna przez n. Czy powyzsze zdanie jest prawdziwe dla

a) m=23 n=2%;
b) m=28% n=21;
c) m=2° n=2%;

d) m=2",n=297

131. Czy podane liczby tworza (w podanej kolejnosci) postep arytmetyczny tréjwy-
razowy

a) logrl, log73, log75;
b) log;25, log710, log74;
c) logr1, log74, log716;
d) logr4, log76, log;97

132. Czy istnieje liczba naturalna, ktorej kwadrat
a) ma sume cyfr réwna 12;
b) jest zakonczony cyframi ...222;
¢) ma sume cyfr rowna 13;

d) ma sume cyfr réwng 147

133. Czy funkcja f okreslona wzorem f(z)={z} (czes¢ utamkowa) jest réznowarto-
Sciowa na przedziale

134. Obliczy¢ (znak | | oznacza czesé catkowita)
)
VO0+1] =i,
b
VB0 +4| =i,
9
VB0 42| =i
o
V043 =,

Lista 2 - 25 - Strony 15-32



Jarostaw Wroblewsk: Matematyka Elementarna, zima 2012/13

135. Poda¢ zbior rozwigzan nieréwnosci
a)
—1<2? <258 T €,
b)
I<2°<32ETE i,
c)
1< <27 T € i,
d)
1<z <16 T €,

136. Uprosci¢ podane wyrazenia podajac wynik w postaci liczby catkowitej
a)
loggl2+43-loggl8+loge24 =i
b)
3-loggl2+45-loggl8+loge2d=......coeeiiiiiiiii.
c)
2-loggl2+44-loggl8+loge2d=.......oeeiiii.
d)
logl2+5-loggl8+42-logg2d =.....ccooeiiiiiiii

137. Wskazaé¢ taka liczbe naturalng £, ze
10F <n < 10%.
a)
n=3000!, k=......
b)
n=2120.(1000)10 k=

c)
=656 k= ..

138. Dla podanych liczb a, b wskazac¢ taka liczbe ¢, ze liczby
log,37, log,37, log.37

tworza (w tej wlasnie kolejnosci) postep arytmetyczny trojwyrazowy.
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139. Czy podana liczba jest kwadratem liczby naturalnej
a) 237.127;
b) 3037-6073;
c) 637.2473;
d) 2037.4577

140. Czy podane liczby tworza (z zachowaniem kolejnosci) tréjwyrazowy postep
arytmetyczny

1
a) 54+2v6, 5,

5426
1

b) 8+3v7, 8, ——;

) VT 8437
1

¢) 644v2, 6, —

) V2 6+4v/2
1

d) 7T+4V3, 7, —— 7
) V3 7+4v3

141. Czy podane liczby tworza (z zachowaniem kolejnosci) tréjwyrazowy postep
geometryczny

a) 5+2v6, 1, 5—2v6;
b) 8+3V7, 1, 8—-3V7;
c) 6+4v2, 1, 6—4/2;
d) 7T4+4v3, 1, 7—4V37?

142. Czy podana liczba jest podzielna przez 6%
a) 400000000000000000000000324 ;
b) 70000000000000000000000038% ;
c) 20000000000000000000000004* ;
d) 100000000000000000000000144* ?

143. Dowolna liczba naturalna daje przy dzieleniu przez d taka sama reszte, jaka
daje przy dzieleniu przez d jej koncowka 3-cyfrowa. Czy powyzsze zdanie jest prawdziwe
dla

a) d=12;
b) d=40;
c) d=16;
d) d=257
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144. Czy istnieja takie liczby naturalne a, b, ze liczba NWD(a, b) stanowi p% liczby
NWW(a, b), jezeli

a) p=15;
b) p=40;
¢) p=20;
d) p=257

145. Czy prawdziwa jest nieréwnosc¢
929 321
951 < 329
910 324
212 < 3287

ez e

146. Cgzy istnieje taka liczba pierwsza p, ze liczbg pierwszg jest rowniez liczba
a) p?+2;
) p*+26;
) p*+8;
d) p*+147

o

o

147. Dla dowolnych liczb naturalnych m, n, jezeli liczba m™ (m do potegi n) jest
podzielna przez d, to co najmniej jedna z liczb m, n jest podzielna przez d. Czy powyzsze
zdanie jest prawdziwe dla

a) d=9;
b) d=12;
c) d=10;
d) d=117

148. Dla dowolnych liczb naturalnych k, m, n, jezeli iloczyn kmn jest podzielny przez
d?, to co najmniej jedna z liczb k, m, n jest podzielna przez d. Czy powyzsze zdanie jest
prawdziwe dla

a) d=38;
b) d=11;
c) d=9;
d) d=107
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149. Poda¢ najwickszy wspoélny dzielnik liczb
a) NWD(9L,9%) =.....ccoviiii
) NWD(121, 121 =,
) NWD(10!, 1019) =i,
d) NWD(11!, 11" =

o

o

150. Podac¢ zbior rozwigzan nieréwnosci

151. Podaé przyktad ciggu arytmetycznego n-wyrazowego o sumie wyrazow rownej
n, zawierajacego wyraz rowny 0

a) 138—613 ...

153. Dana jest liczba naturalna n. Niech D bedzie zbiorem wszystkich dzielnikow
naturalnych liczby n, a W zbiorem jej wszystkich wielokrotnosci. Napisz, czemu jest
réwna podana liczba (mozesz tez napisaé nie istnieje, jesli uwazasz, ze podana liczba nie
istnieje).

a) Najwiekszy wspélny dzielnik wszystkich liczb ze zbioru D ...
b) Najmniejsza wspdlna wielokrotnosé wszystkich liczb ze zbioru W' ...

¢) Najmniejsza wspélna wielokrotno$é wszystkich liczb ze zbioru D ..o,

d) Najwiekszy wspélny dzielnik wszystkich liczb ze zbioru W ...
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154. Czy prawdziwa jest nieréwnos¢

1
a) 3—2\/§<6,
1
b) 9—4vh< —
) 9-4Vh< o
1
c) 3\/5—5<g;
1
d) 7-5v2<—=7
) 7 5\/'<15

155. Czy prawdziwa jest nieréwnosc¢
a) 2427 < 1218;
b) 2667 <133%;
c) 2507 <125%;
d) 2607 < 13087

156. W dowolnym postepie arytmetycznym 4-wyrazowym ap,as,as,as zachodzi réw-
nos¢
a;+Xazs=Yas+ay.

Czy powyzsze zdanie jest prawdziwe dla
a) X=2, Y=2;
b) X=5 Y=6;
c) X=3, Y=3;
d) X=4, Y=57

157. Czy nierownosé log,3 <log,7 jest prawdziwa dla

) a:( )2010
b) a:(\/@ 9>2o14
) a:(\/7_3 9)2012
Q) a:( >2013

158. Suma dowolnego postepu arytmetycznego n-wyrazowego o wszystkich wyra-
zach bedacych liczbami naturalnymi jest podzielna przez n. Czy powyzsze zdanie jest
prawdziwe dla

a) n=2011;
b) n=2014;
c) n=2012;
d) n=20137
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159. Czy liczba log,y jest wymierna dla
a) r=logs3, y=Ilogs2;
b) z=10g232187, y=Ilog2157243;
c) x=logsb, y=1logs3;
d) z=1og1281024, y=1logp241287
160. Dla dowolnych liczb naturalnych a,b,c,d, jezeli iloczyn abcd jest podzielny przez

n?, to co najmniej jedna z liczb a,b,c,d jest podzielna przez n. Czy powyzsze zdanie jest
prawdziwe dla

a) n=2;
b) n=16;
c) n=4;
d) n=87

161. Cgzy réwnosé
(logab>10gcd — dlogclogab
jest prawdziwa dla
a) a=2, b=4, ¢=8, d=16;

162. Niech A(n)= {/n. Czy liczba log a(n)A(k) jest calkowita, jezeli
a) n=16, k=4;
b) n=64, k=8;
c) n=16, k=8;
d) n=64, k=47
163. Niech

n

Il ai=am amer-amio-amys-...-an_1-a,.

i=m

Czy podana liczba jest wymierna
8
a) [llog;(i+1);
i=2
9
b) Illogi(i+1);
=3

9
c) log;(i+1);
—2

)

8
d) TIlogi(i+1)?
=3
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164. Przyjmujemy oznaczenia jak w zadaniu poprzednim. Podaé¢ wartos¢ podanej
liczby w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego, jesli liczba jest wymierna.
Napisa¢ literke N, jezeli liczba jest niewymierna.

a) llz[2logi(i +2) =,

8
b) TTlogi(i+2) =i
=3

(2

c) 1§[210gl-(z' F+2) =

d) ﬁ310gi(¢+2) e

165. Dla podanej liczby a podaé taka liczbe b (w postaci liczby catkowitej lub utamka
nieskracalnego), aby speliona byta réwnosé

logra+logzb=1logr(a+Db).

a) a=5/2, b=

b) a=8/3, b=.cccoiniiiiiin.

) =3, b=,

A) a=7/2, D=
166. Niech

A(n)= 33"
B(n)=logsA(n)
C(n) =log am)A(n+1)
D(n)=logcwmyB(n) .
Zapisa¢ podane liczby w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego.
PRZYPOMNIENIE: Potegowanie wykonujemy od géry: a*” =a*).
a) D(9) =i
b) D(243)=..ccoiiiiiiiann.
c) D27) =i

d) DB1) =i,

167. Podaé przyktad liczby niecatkowitej x spelniajacej podane réwnanie, gdzie {y}
oznacza czes¢ utamkowsq liczby y. Wynik podaé¢ w postaci utamka dziesietnego skonczo-
nego lub okresowego (taka postaé¢ odpowiedzi jest czescia zadania, wiec wyniki poprawne,
ale w innej postaci, nie beda uznawane).

a) {z}={3z}, = .
b) {2z} ={13z}, x= i,

c) {x}={4z}, = .
d) {2z} ={Tz}, x= .
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