EGZAMIN, ANALIZA 1A, 5.02.2014
12 zadan po 5 punktow, progi: 30=3.0, 36=3.5, 42=4.0, 48=4.5, 54=5.0

Zadanie ]_ .

W kazdym z zadan 1.1-1.5 podaj (w postaci uproszczonej) kresy zbioru oraz napisz,
czy kresy naleza do zbioru (napisz TAK lub NIE).
Kres moze by¢ liczba rzeczywista lub moze by¢ réwny —oo albo +oo = 0.

Za kazde zadanie, w ktérym podasz bezbtednie oba kresy i poprawnie okreslisz ich

przynaleznos$é¢ do zbioru, otrzymasz 1 punkt.

Za kazde zadanie, w ktorym podasz bezblednie oba kresy i poprawnie okreslisz przyna-
leznos¢ jednego z nich do zbioru, otrzymasz 0.5 punktu.
Za podanie kresu w postaci razaco nieuproszczonej stracisz 0.2 punktu.

Za pozostate zadania nie otrzymasz punktow.

N={1,2,3,4,5,...} oznacza zbidr liczb naturalnych (catkowitych dodatnich).

1.1.A:{ 1 nEN}

n2—20n+108

infA=0
Czy kres dolny nalezy do zbioru A NIE

supA=1/8

1

1.2. B= {
n? —20n+98

:nGN}

inf B=-1
Czy kres dolny nalezy do zbioru B TAK

supB=1/2

1.3.C={———:neNy,  QOcena .......
3.C {n2—20n+88 nGN} Ocena
infC=-1/3 supC=1/4
Czy kres dolny nalezy do zbioru ¢' TAK Czy kres gérny nalezy do zbioru C TAK
1.4.D:{m:m,neNA2-n2<(m—|—n)2<3-n2} Ocena .......
n
infD=+v2-1 supD:\/§—1
Czy kres dolny nalezy do zbioru D NIE Czy kres gérny nalezy do zbioru D NIE
1.5.E:{m:m,nEN/\ 16-n2<(m—|—n)2<36-n2} Ocena .......
n
inf =3 sup F=5

Czy kres dolny nalezy do zbioru £ TAK

Czy kres gérny nalezy do zbioru F TAK




Zadanie 2 .

Przy kazdym z ponizszych 12 zdan w miejscu kropek postaw jedna z liter P, F, N:

P - jest Prawda (tzn. musi by¢ prawdziwe)

F - jest Falszem (tzn. musi by¢ falszywe)

N - moze by¢ prawdziwe lub fatszywe (tzn. Nie wiadomo, czasem bywa prawdziwe,
a czasem falszywe)

Za podanie n poprawnych odpowiedzi otrzymasz max(0, n —7) punktéw.

O zdaniu T'(n) wiadomo, ze

e T'(1) jest prawdziwe,

e dla kazdej liczby naturalnej n # 2 zachodzi implikacja T'(n) = T'(n+1).
Co mozna wywnioskowa¢ o prawdziwosci zdania:

a) T(2) P

c) T(4) N

e) T(3) = T(666) P

g) T(666)=T(2) P

i) T(666) = T(4) N

k) T(4) = T(2) P

b) T(3) N

d) T(2) = T(666) N

f) T(4) = T(666) P

h) T(666) = T(3) N

HTAH=TE)N

1) T(3) = T(2) P



Zadanie 3 o

W kazdym z dziewieciu ponizszych zadan podaj warto$é granicy ciggu (liczba rzeczy-
wista) lub granicy niewtasciwej (+oo lub —o0).

Whpisz literke R, jesli granica nie istnieje (tzn. gdy ciag wystepujacy pod znakiem
granicy jest rozbiezny, ale nie jest to rozbieznosé do +oo ani do —o0).

Za udzielenie n poprawnych odpowiedzi otrzymasz max(0, n—4) punktéw.

1
3.1, lim 00 F9) _
n= logsn

3.2. lim (logg(n+9)—logzn)= 0

3.3. limlog,(n+9)= 1

1 1
3.4, lig 108300N D)
n= logsn

3.5. lim (logs(9n+1) —logzn)= 2

3.6. limlog,(9n+1)= 1

| Y41
3.7. lim ogs (1’ + ): 9
n=0 loggn

3.8. lim (log3 (ng—l— 1) — log3n) = +o0

3.9. T}Lrgologn(n9+1): 9



Zadanie 4 .

Za udzielenie n poprawnych odpowiedzi otrzymasz max(0, n— 1) punktow.

Niech f:R — R bedzie funkcja okreslona wzorem
1
f(z) :a~{2x}+b~{x}+c~{x+2} ,
gdzie {y} oznacza czesé utamkows liczby y.
W kazdym z podpunktow uzupeinij brakujace liczby rzeczywiste tak, aby funkcja f
zdefiniowana powyzszym wzorem byta ciagta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze liczby rze-
czywiste o zadanej wtasnosci nie istnieja.

a)a=1, b=-1, c¢=-1

b) a=-2, b=2

c)a=-3, b=3, ¢=3

d)a=4, b=-4, c=-4

f) a=-6, b

6, c=6



Zadanie 5 o

W kazdym z ponizszych 7 pytan w miejscu kropek wpisz liczbe rzeczywista lub postaw
jedna z liter Z, R, N:

Liczba S - podany szereg jest zbiezny i jego suma musi by¢ rowna S

Z - jest Zbiezny (tzn. musi by¢ zbiezny), ale na podstawie podanych informacji nie
mozna wyznaczyé jego sumy

R - jest Rozbiezny (tzn. musi by¢é rozbiezny)

N - moze by¢ zbiezny lub rozbiezny (tzn. Nie wiadomo, czasem jest zbiezny, a czasem
rozbiezny)

Za udzielenie n poprawnych odpowiedzi otrzymasz max(0, n—2) punktow.

oo

Wiadomo, ze szereg Zan jest zbiezny, jego suma jest réwna 123, a pierwszy wyraz
n=1

jest rowny 10. Co mozna wywnioskowaé o zbieznosci ponizszego szeregu i o jego sumie

oo
5.1. Y. A9, =N

n=1

00

5.2, Y. (an+a1) = R (uznajemy tez +00)
n=1
00

5.3. > (@ a1)=1230
n=1

00
5.4. ) \/a% + 1 =R (uznajemy tez +oc)
n=1

5.5. Y. <\/a%+1 +1— \/a?ﬁ— 1) = 1-101
n=1

5.6. %j (\/&n+1 +4— \/&2 + 1) = R (uznajemy tez +o0)
5.7. %_Oj <\/an+1 +4— \/a2+4> ~ /104



Zadanie 6 .

Na kazde z ponizszych 12 pytan udziel odpowiedzi TAK /NIE.

Za udzielenie n poprawnych odpowiedzi otrzymasz max(0, n—7) punktéw.

Czy zespolony szereg potegowy Z

6.1. 2= 1 NIE
6.3. 2 =1 TAK
V3+i
6.5. 2 = —— TAK
2
5+ 51
6.7. 2 = NIE
7
2+ 2
6.9. 2 = TAK

6.11. 2 = 31 - logys 3 NIE

n=1

ZTL
— jest zbiezny dla

6.2. 2= —1 TAK

3+41
6.4. 2 = TAK
\/3— 1
6.6. 2 = TAK
2
T—44
6.8. 2 = NIE

45
6.10. £ = T TAK

6.12. 2 = 27 -10gy45 TAK



Zadanie 7.

Wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregu potegowego
< ((3n))>" - 26n”
= (@)

Rozwigzanie:
Stosujemy kryterium Cauchy’ego do danego w zadaniu szeregu:

d ((Bn))™ -2 _ ((3n))*-a® _

(@)™ (@)

Nastepnie stosujemy kryterium d’Alemberta do ciagu (b,,), przy zatozeniu x # 0:
bpr _ ((Bn3))%-a% 0 (2n))  (Bn+3))°  ((2n)) ¢

— =0b,.

b (@2’ (GoDZam (G (2n+2))
Bna8 @2 et (3+2) (342)(3+2) g
(2n+2)%-(2n+1) (2+%)3.(2+%)3 26

przy n — oo.
6...6

3
Jezeli Tf <1, czyli
2
3 )

to na podstawie kryterium d’Alemberta zastosowanego do ciagu (b,) otrzymujemy

|z| <

lim b, =0<1,

n—oo
skad w oparciu o kryterium Cauchy’ego zastosowane do szeregu potegowego danego

w tresci zadania wnioskujemy, ze szereg ten jest zbiezny.
6.6

Jezeli zas 2%: > 1, czyli

2

3 Y

to lim b, =400 > 1, skad wynika, ze szereg potegowy jest rozbiezny.

n—oo

|z >

Zatem szereg potegowy ma promien zbieznosci 2/3.
Odpowiedz: Promien zbieznosci danego szeregu potegowego jest réwny 2/3.

Punktacja za czesciowe rozwigzania:

2 punkty za zastosowanie kryterium Cauchy’ego do danego szeregu potegowego i po-
prawne wyliczenie b,,.

3-ci punkt za rozpoczecie stosowania kryterium d’Alemberta do ciagu (b,,).

4-ty punkt za wyliczenie




Zadanie 8 o
Dowiesé, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

2n+2 - (15) "
n 4)
Rozwigzanie:

Zamierzamy przeprowadzi¢ dowdd indukcyjny.

1° (w tej chwili wydaje nam sie, ze jest to pierwszy krok indukcyjny) Dla n =1 mamy

2)-()-
(-3

a zatem dana w zadaniu nieréwno$¢ przyjmuje postaé 4> 15/4, jest wiec prawdziwa,
gdyz 4=16/4.

oraz

2° Niech teraz n bedzie taka liczba naturalng, ze
2n+2 - ( 15 ) n
n 4)
2n+4 ( 15 > ntl
>\ — .
n+1 4

Wychodzac od lewej strony powyzszej nieréwnosci otrzymujemy
2n+4\  (2n+4)!  (2n+2)!/(2n+3)(2n+4)  [2n+2) (2n+3)(2n+4)
n+1) (m+D!(n+3)!  nln+1)n+2)!(n+3) (n+1)(n+3)

() s (151

Chcemy wykazacé, ze

n

o ile udowodnimy, ze

(2n+3)(2n+4) - 15
(n+1)(n+3) ~ 4
Powyzsza nieré6wnosé jest rownowazna kolejnym nieréwnosciom:
4(2n+3)(2n+4) > 15(n+1)(n+3),
4(4n®+14n+12) > 15(n’ +4n+3) ,
16n° +56n+48 > 151 +60n+45
n?—4n+3>0,
(n—1)(n—3)>0,
co jest prawdg dla wszystkich liczb catkowitych n # 2.
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Drugi krok indukeyjny zostal wiec przeprowadzony tylko dla n=1 oraz n > 3.

Dla kompletno$ci dowodu nalezy sprawdzi¢ dang w tresci zadania nieréwnos¢ dla
n=3. Sprawdzenie dla n =3 okazuje sie przejmowac role pierwszego kroku indukcyjne-
go. Sprawdzenie dla n =2 nie jest konieczne, gdyz drugi krok indukcyjny zostal prze-
prowadzony takze dla n=1, dowodzac tym samym implikacji T'(1) = T'(2), gdzie T'(n)
jest dowodzona nieréwnoscia. Jednak bezposrednie sprawdzenie danej w tresci zadania
nieréwno$ci dla n =2 moze by¢ uznane za prostsze, niz powotywanie sie na mini-dowod
indukcyjny dzialajacy dla n < 2.

1° (to okazuje sie by¢ pierwszym krokiem indukcyjnym w dowodzie dla n > 3) Dla
n =3 dana w tresci zadania nierownos¢ przyjmuje postac:

(-
3 4 )
co jest kolejno rownowazne nieréwnosciom:

153
437
56-64 > 15,

96 >

28-128 >3%.5%,
28-128 > 27-125,
a ta nierownos¢ jest prawdziwa, gdyz czynniki w iloczynie po jej lewej stronie sa wigksze

od odpowiednich czynnikéw po stronie prawej.

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nieréwno$¢ zostata udo-
wodniona w jednym dowodzie indukcyjnym dla kazdej liczby naturalnej n > 3, a w drugim
dowodzie indukcyjnym dla n < 2.

Uwagi:
Sprawdzenie dla n =3 nie wydaje si¢c wymaga¢ wiele pracy, jednak brak swiadomosci

koniecznosci wykonania tego sprawdzenia jest bardzo powaznym btedem.
Jesli zamiast nieréwnosci

(n+1)(n+3) ~ 4
W rozwiazaniu pojawi sie ostra nierownosé
(2n+3)(2n+4) 15
(n+1)(n+3) ~ 4’
to w konsekwencji drugi krok indukeyjny zostanie przeprowadzony dla n > 3. Tym samym
konieczne bedzie takze sprawdzenie dowodzonej nieréwnosci dla n =4.

(2n+3)(2n+4) S 15

)

Maksymalna mozliwa ocena za rozwigzanie, w ktérym brak jest $wiado-
mosci konieczno$ci wykonania sprawdzenia dla n=3, to 2 punkty. To samo,



gdy brak jest $wiadomosci koniecznosci wykonania sprawdzenia dla n =4, jezeli z roz-
wiazania nie wynika (np. z powodu uzycia ostrej nieréwnosci #), ze zostata udowodniona
implikacja T'(3) = T'(4), gdzie T'(n) jest dowodzona nieréwnoscia.

Jezeli jedyna usterka rozwigzania jest nierozwazenie przypadku n=2 — brak spraw-
dzenia i brak powotania sie na mini-indukcje z implikacja T'(1) = T'(2) — rozwiazanie
powinno by¢ ocenione na 4 punkty.

10



Zadanie 9 .

[&.°]
Skonstruowac¢ przyktad takiego szeregu zbieznego > a, o wyrazach rzeczywistych,
n=1
. . x 2 X 4 . . / ’ .
ze szeregi . a; oraz Z a, sa zbiezne, a ponadto zachodza réwnosci
n=1 n=

0
Zan ZCL = — oraz Zai:*
n=1

Rozwigzanie:
Sprobujemy znalezé szereg geometryczny o zgdanych wtasnosciach.

W tym celu zalézmy, ze a, = cq”_l, pamigtajadc aby lg| < 1. Wowezas

Zan Zcq
Z :Z (qQ)"*

oraz 4
C

;ai=;c4<q4)n_1= et

co po uwzglednieniu warunkéw zadania prowadzi do uktadu réwnan

c 1
1—qg 2
c? 1
= - o
1 —4q2 2 (&)
1
1—¢* 5’
czyli
2c 1—g¢q
2c? 1—¢?
5¢t = 1—¢*.
Z pierwszego rownania otrzymujemy
c—r_1
2 Y
co po podstawieniu do drugiego rownania i uwzglednieniu, ze 1 —q # 0, daje kolejno
1— 2
9. (1—q) —1—¢2,
92
1—q)?
Ui 1) 149)
gy
9 q,
l1—g=2+2q,
—1= 3(] 5

g=-1/3, ¢=2/3.

11



Para (¢, q) =(2/3, —1/3) jest jedyna para liczb spelniajaca pierwsze dwa réwnania
uktadu (#). Nalezy sprawdzié¢, ze spelnia ona takze trzecie rownanie tego uktadu:

a3 s

1—¢* 1_(_?1)4_80/81_5'

Otrzymane rozwigzanie ¢ = —1/3, ¢=2/3 prowadzi do
2-(=1)t
— =1l _ =\ ) ]
an = cq m
Odpowiedz: Przyktadem szeregu spetniajacego warunki zadania jest szereg
i 2-(=1)"t
n=1 3" ‘

Uwaga: Nie istnieje szereg o wyrazach nieujemnych spetniajacy warunki zadania,

o0

gdyz dla dowolnego szeregu zbieznego > a, o wyrazach nieujemnych zachodzi nierow-
n=1

nos¢

Punktacja:
Punktacja czeSciowych rozwigzan wykorzystujgcych zaprezentowang wyzej metode kon-
strukcyi przyktadu:

Za uzyskanie dwoch réwnan uktadu (#) - 1 punkt.

Za uzyskanie uktadu trzech réwnan (#) - razem 2 punkty.

Za poprawne wyliczenie (c, ¢) =(2/3, —1/3) przy wykorzystaniu co najmniej dwbch
rOwnan - razem 3 punkty.

Za sprawdzenie, ze para (¢, ¢) =(2/3, —1/3) spetnia takze trzecie réwnanie - razem
4 punkty.

12



Zadanie ]_Oo - " (3n—2)- (3041
Rozstrzygnaé zbiezno$é szeregu Z (;;—i-)l) ((;lT;_ ;) ((;;:_ ;)

n=1
Rozwigzanie:
Szereg jest zbiezny. Aby to udowodnié, skorzystamy z kryterium Leibniza o szeregach
naprzemiennych.

W tym celu musimy zweryfikowaé prawdziwos$¢ trzech zatozen tego kryterium.
1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne - oczywiste.

2° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw jest zbiezny do zera.
Sprawdzamy to nastepujaco:
(Bn=2)-(Bn+1) (3-2)-(3+%)-2 330

1
noo (204 1)- (201 3)-(2n+5)  now (2+%),(2+%>.(2+%) =523 U

3° Ciagg wartosci bezwzglednych wyrazéw jest nierosnacy.
Ten warunek jest najmniej oczywisty. Aby go udowodnié¢, powinnismy wykazac, ze dla
dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé

(3n—2)-(3n+1) < (3n+1)-(3n+4)
(2n+1)-(2n+3)-(2n+5) " (2n+3)-(2n+5)-(2n+7)’
co kolejno jest rownowazne nieréwnosciom
3n—2_ 3n+4
on+1" 2n+7’
(3n—2)-(2n+7)> (3n+4)-(2n+1),
6n2+21n—4n—14>6n*+3n+8n+4,
6n2+17n—14

>
6n >
=

6n2+11n+4,
18,
n=J.

Zatem dowodzona nierownos¢ jest prawdziwa dla wszystkich liczb naturalnych n > 3.

Oznacza to, ze dany w zadaniu szereg nie spelnia zatozen kryterium Leibniza, ale
spetia je szereg
i (=)™ (3n—2)-(3n+1)
— (2n+1)-(2n+3)-(2n+5)’

n=3

ktory wobec tego jest zbiezny. Poniewaz zbieznos¢ szeregu nie zalezy od zmiany lub
pominiecia skonczenie wielu wyrazow, zbiezny jest takze szereg dany w tresci zadania.

Punktacja:

Rozwigzania wykazujace brak Swiadomos$ci, ze nalezy oprzeé¢ rozwigzanie na kryte-
rium Leibniza o szeregach naprzemiennych i sprawdzi¢ monotonicznos$é¢ ciggu wartosci
bezwzglednych wyrazéow szeregu - 0 punktow.
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Sformutowanie warunkow kryterium Leibniza, stwierdzenie, ze warunek 1° jest spet-
niony oraz sprawdzenie warunku 2° - 1 punkt.

Udowodnienie, ze ciag wartosci bezwzglednych wyrazow jest nierosnacy od wyrazu
3-go (lub od jakiegokolwiek dalszego - przy wyborze innej metody dowodu) - kolejne
2 punkty.

Koncowe uzasadnienie, ze dany w zadaniu szereg jest zbiezny (z powolaniem sie na nie-
zaleznosé zbieznosci od zmiany lub pominiecia skorficzenie wielu wyrazéow) - kolejne
2 punkty.
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Zadanie ]_ ]_ .

Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem
4
fla)=Vat+1.

Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé

|f(z) = fy)<|z—yl.

Rozwigzanie:
Skorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia

a'—b'= (>~ 1?) - (a®+b?) = (a—b)-(a+b)- (> +17) ,
ktory przy zalozeniu a+b# 0 mozna zapisa¢ w postaci
at—bv*
(a+0) (2 +02)

Przyjmujac a = vzl +1 oraz b= y*+1, zauwazamy, ze a+b > 0 i przeksztalcamy lewa
strone dowodzonej nierownosci:

(@)= F)| = | Ve T= i1 =
B (' +1) = (' +1)
(Vo + T+ 1) - (Ve + T+ +1)
_ |2t — o]
(Ve 1+ Yy 1) - (Var+ T+ VY1)
_ |22 —y?| - (2° +4°)
(Vo + 1+ V1) - (Ve + 1+ Vg 1)
_ [z —y|- |z +y|- (=° +y°)
(Vo 1+ 3 +1) - (Va'+ 1+ V5T 1)
Korzystajac z nieréwnosci trojkata i wykorzystujac réownosé |z| = Vit otrzymujemy:

lz+y| <|z|+|y|= Va4 (4/374< Vet 1+ iyt +1,

a—b=

= (1)

(2)

skad
[z +y|

Vel + 1+ Yy 1

2

<1. (3)

Podobnie, wykorzystujac rownos$é = = v/ x* otrzymujemy:
4yt =vVat [yt <Vat+ 14yt +1,
skad
x4+ y?
Vet + 1+ 41

<1. (4)
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Potaczenie tych nieréwnosci pozwala dokonczy¢ oszacowania:
[z —yl-lz+yl- (22 +y?)
(Va™+ T+ V™ +1) - (Vo + T+ +1)
oyl oo |z +y| ‘ 2 +y?
Vet +1+ Vi +1 Va4 1+ +1

<Jo—yl-1-1=|e—y].

Punktacja za poszczegolne elementy rozwigzania:
Doprowadzenie przeksztatcen do (1) - 1 punkt
Doprowadzenie przeksztatcen do (2) - 1 punkt
Otrzymanie nieréwnosci (3) - 1 punkt
Otrzymanie nier6wnoéci (4) - 1 punkt
Dokonczenie rozwigzania - 1 punkt
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Zadanie ]_ 2 .

Obliczy¢ wartosé¢ granicy

hm( G G 6, 6 ) () )
nooo \ WAL A3 A9 A 2T VAR 31\ /4n4-3n
Rozwigzanie:

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystac
z twierdzenia o trzech ciagach, co wymaga oszacowania b,, od gory i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspolnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo si¢ roznig — ilorazy srodkowych sktadnikow
do skrajnych daza do nieskonczonosci przy n dazacym do nieskonczonosci. Nalezy zatem
oczekiwaé, ze oszacowanie sumy poprzez wspélne oszacowanie sktadnikow (i przemnoze-
nie tego oszacowania przez liczbe sktadnikéw), bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych
rozne granice, co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciagach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng réznice wielkosci sktadnikow odpowiadaja liczniki,
podczas gdy mianowniki maja zblizona wielkos$¢. Liczniki tworza jednak n-ty wiersz troj-
kata Pascala, a wiec ich sume bez problemu mozemy obliczy¢. W konsekwencji bedziemy
szacowa¢ mianowniki przez wspolng wielkos¢, nie zmieniajac licznikow, a nastepnie do-
damy sktadniki powstate w wyniku tego oszacowania.

[ tak, szacowanie od gory (czyli szacowanie mianownikow od dotu) prowadzi do

AR ) RN ¢ NN ¢ BN ¢ RN ) B )

"SVET0 VAR VA0 VA E0 VIO VA0

_ (’3)+(’;)+(’5)+(§2+--.+(nz)+(z)

Z kolei szacowanie od dotu (czyli szacowanie mianownikéw od géry) prowadzi do

IO N N O I A B

@+ E)+E)+E)+ () + ()
VT

Ze wzoru na sume wyrazow n-tego wiersza trojkata Pascala otrzymujemy
" + " + " + " +...+ " + ") =on
0 1 2 3) 77 \n-1 Ly

cp=—=1—1
2n

2" 1
= T = 1+<%)n —1.
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Wobec tego

przy n— oo i podobnie

Qn



Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci

an < b, <,

a ponadto
lim ¢, =1
n—oo
oraz
lima,=1,
n—oo

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
limb,=1.

n—oo
Odpowiedz: Wartos¢ granicy podanej w tresci zadania jest réwna 1.

Punktacja za czesciowe rozwigzania:

0 punktow za prébe szacowania sumy przez liczbe sktadnikow razy wspoélne szaco-
wanie sktadnikow, przy braku swiadomosci, aby najpierw szacowaé tylko mianowniki.

2 punkty za wykonanie oszacowan przez a, i ¢, (bez wysumowania wspotczynnikéw
dwumianowych).
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