EGZAMIN, ANALIZA 1A, 17.02.2014
12 zadan po 5 punktow, progi: 30=3.0, 36=3.5, 42=4.0, 48=4.5, 54=5.0

Zadanie ]_ .

W kazdym z zadan 1.1-1.5 podaj (w postaci uproszczonej) kresy zbioru oraz napisz,
czy kresy naleza do zbioru (napisz TAK lub NIE).
Kres moze by¢ liczbg rzeczywista lub moze by¢ réwny —oo albo +oo = o0.

Za kazde zadanie, w ktérym podasz bezbtednie oba kresy i poprawnie okreslisz ich
przynaleznos$é¢ do zbioru, otrzymasz 1 punkt.
Za kazde zadanie, w ktorym podasz bezblednie oba kresy i poprawnie okreslisz przyna-
leznos¢ jednego z nich do zbioru, otrzymasz 0.5 punktu.
Za podanie kresu w postaci razaco nieuproszczonej stracisz 0.2 punktu.
Za pozostate zadania nie otrzymasz punktow.

N={1,2,3,4,5,...} oznacza zbidr liczb naturalnych (catkowitych dodatnich).

1.1.A:{n2_27:n€N} Ocena .......
infA=-1/2 supA=1/9
Czy kres dolny nalezy do zbioru A TAK Czy kres gérny nalezy do zbioru A TAK
1

1.2. B:{M TLGN} Ocena .......
infB=-1/7 supB=1/4
Czy kres dolny nalezy do zbioru B TAK Czy kres gorny nalezy do zbioru B TAK
1.3. C:{m: m,neEN A 3n* L 2(m+n)? <5n2} Ocena .......

n
infC'=,/logy,3—1 sup C = ,/logy5—1
Czy kres dolny nalezy do zbioru C' NIE Czy kres gérny nalezy do zbioru C' NIE
1.4. D= {m :mneN A 4 < 9(m+n)? < 8”2} Ocena .......

n
infD=+v2-1 supD=+/3-1
Czy kres dolny nalezy do zbioru D NIE Czy kres gérny nalezy do zbioru D NIE
1.5. E—{m: mneN A 167 < 20m+n)? <32n2} Ocena .......

n
infE=1 sup EF=+v5-1
Czy kres dolny nalezy do zbioru £ TAK Czy kres gérny nalezy do zbioru £ NIE




Zadanie 2 .

Przy kazdym z ponizszych 12 zdan w miejscu kropek postaw jedna z liter P, F, N:

P - jest Prawda (tzn. musi by¢ prawdziwe)

F - jest Falszem (tzn. musi by¢ falszywe)

N - moze by¢ prawdziwe lub fatszywe (tzn. Nie wiadomo, czasem bywa prawdziwe,
a czasem falszywe)

Za podanie n poprawnych odpowiedzi otrzymasz max(0, n —7) punktéw.

O zdaniu T'(n) wiadomo, ze
e dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi implikacja T'(n) = T (n+1),
e dla n =10 implikacja T'(n+1) = T'(n) jest falszywa.

Co mozna wywnioskowa¢ o prawdziwosci zdania:

a) T(1) F b) T(9) F
c) T(10) F d) T(11) P
e) T(12) P £) T(666) P

g) T(2)=T(7) P

i) T(112) = T(997) P

k) T(5)=T(2014) P

h) T(7) = T(2) P

j) T(997) = T(112) P

1) T(2014) = T'(5) F



Zadanie 3 o

W kazdym z pieciu ponizszych zadan podaj takie liczby rzeczywiste a < b, aby funkcja
f R — R okreslona podanym wzorem byta ciagta.
Za kazde poprawnie rozwigzane zadanie otrzymasz jeden punkt.

3.1.
2?2 dla  zx<a
flz)=<1 dla a<z<b a= —1, b= 1.
x? dla b<zx
3.2.
x? dla r<a
flz)=q x dla a<x<b a=0, b= 1.
2 dla  b<zx
3.3.
2?2 dla  x<a
flz)=cz+2 dla a<z<b a= —1, b= 2.
2 dla  b<zx
3.4.
2?2 dla  x<a
flz)=<2+6 dla a<z<b a= —2, b= 3.
x?  dla b<zx
3.5.

22 dla r<a
flz)=4q2z dla a<z<b a= 0, b= 2.
22 dla  b<x



Zadanie 4.
W kazdym z ponizszych 12 pytan podaj wartos¢ granicy funkcji lub granicy niewta-
sciwej 400 =00 albo —oo.

Za udzielenie n poprawnych odpowiedzi otrzymasz max(0, n—7) punktéw.

4.1.

4.3.

4.5.

4.7.

4.9.

4.11.

4.12.

OB (7 ) P e

lim log(ﬁ_B)x: +00

r—400

hm (\/_ 3) = +oo

T—+00

lim (JT?—:%)QE: 0

Tr——0Q

lim arctge = =/2

T——+00

r—400

lim arctg (\/ﬁ — 4> x

r—400

lim arctg<\/1_7—4>x: /2

4.2. xlirgl log(\/ﬁ_?’)x: +00

hm log(\ﬁ 3)T= —o0

r——+00

4.6. hm (\/_ 3) =0

T——+00

4.8. lim <\/ﬁ—3>xz oo

T——00

4.10. lim arctg2x = r/2

T——+00



Zadanie 5 o
W kazdym z ponizszych 6 pytan podaj wartos¢ granicy ciagu lub granicy niewtasciwe;j
+00 =00 albo —o0.

Za udzielenie n poprawnych odpowiedzi otrzymasz max(0, n—1) punktéw.

5.1. lim (\/W—@: 1/2

n—-+o00

5.2. hm <Vn2—|—4n—\/n2 )— 3/2

5.3. hm <\/n2—|—9n—\/n2—|—2n>— 7/2

n—-+00

5.4. hm <\/n2+16n—\/n2+3n): 13/2

’n,—}

5.5. hm (\/n2—|—25n \/nQ—n): 13

n—-+00

5.6. lim_(vVn2+36n—/[n?—4n]) =

5



Zadanie 6 .

Na kazde z ponizszych 19 pytan udziel odpowiedzi TAK /NIE.

Za udzielenie n poprawnych odpowiedzi otrzymasz max(0, n —14) punktéw.

Ciag (a,) spelia warunek

¥ fan—5] < 2
n n

Czy stad wynika, ze

6.1. ciag (a,) jest zbiezny NIE

6.3. ciag (a,) jest ograniczony TAK

6.4. V a, >0 TAK
6.6.V 3 a,>0TAK

6.8. V a, <6 NIE

6.12. V a, >3 TAK
6.14. v 3 a,>3 TAK
m n>m

6.16. V a, > 7 NIE

6.18. vV 3 a,>7 TAK
>

6.2. ciag (a,) jest rozbiezny NIE

6.11. 3 a,, <6 NIE

6.13.3 V a,>3 TAK

m n>2m

6.15. 3 a, >3 TAK

6.17. 3 V a,>m TAK

m n>m

6.19. 3 a, >7 TAK



Zadanie 7.

Wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregu potegowego

2 (@)

Rozwigzanie:
Stosujemy kryterium Cauchy’ego do danego w zadaniu szeregu:

n n2n2 . |x|n2 B n2n|l,|n y
()" (2n)!

Nastepnie stosujemy kryterium d’Alemberta do ciagu (b,,), przy zatozeniu x # 0:

b1 (n+1)22 [z|" T (2n)! (n+1)- (NTH)% B
b (2n+2)! .n2"-|x]”_(2n+2)~(2n+1).m_
TS

n 2-(2n+1) 4

przy n — o0.

Jezeli % o < 1, czyli
’[B‘ < ? )

to na podstawie kryterium d’Alemberta zastosowanego do ciagu (b,) otrzymujemy

lim b, =0<1,

n—oo
skad w oparciu o kryterium Cauchy’ego zastosowane do szeregu potegowego danego
w tresci zadania wnioskujemy, ze szereg ten jest zbiezny.

Jezeli zas % x| > 1, czyli
’I’| > g )

to nll_{go b, =400 > 1, skad wynika, ze szereg potegowy jest rozbiezny.

Zatem szereg potegowy ma promien zbieznosci 4/e?.
Odpowiedz: Promiefi zbieznosci danego szeregu potegowego jest réwny 4/e?.

Punktacja za czesciowe rozwigzania:
1 punkt za zastosowanie kryterium Cauchy’ego do danego szeregu potegowego i po-
prawne wyliczenie b,,.
2-gi punkt za rozpoczecie stosowania kryterium d’Alemberta do ciagu (b,).
kolejne 2 punkty za wyliczenie
li bn—i—l o
im =

n—oo b

ol

_ x .

4

Jezeli w rozwigzaniu nie pojawia si¢ liczba e, ocena nie moze by¢ wyzsza niz 3 punkty.
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Zadanie 8 o
Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé

3, 13. 2 3
1191933 ah L (n— 1) et (1) < (D (2T

9
Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.
13.93.33
1° Dla n =1 dowodzona nieréwnosé przyjmuje postaé 1424 < —9 czyli 16 < 24,

jest wiec prawdziwa.

2° Niech n bedzie taka liczba naturalna, ze prawdziwa jest nieréwnosc¢
n3-(n+1)3-(n+2)3
3 )

142t 42t 3t 3t 4t (=)t nt- (n+ D)<

Udowodnimy, ze wowczas
(n+1)3-(n+2)3- (n+3)3
Wychodzac od lewej strony powyzszej nieréwnosci i korzystajac z zaiogenia indukcyj-
nego otrzymujemy
124423t 13ttt (D) (n 1) (n+2) <
<n3-(n+1)3-(n+2)3 4:(n+1)3-(n+2)3

142040030 3t 4 4t (i D (n+ 1) (n+2)t <

+(n+1)% (n+2) (n*+9-(n+1)-(n+2)) =

9 9
13' 23 1 3. 23
9 9
1 3. 23 1 3. 23
<(n+ )9(n+ ) -(n?’+9nQ—i-27n—i-27):(n+ )9(n+ ) (n+3)° =

(n+1)2-(n+2)3-(n+3)3
9 :

co konczy drugi krok indukcyjny.

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej dowodzona nieréwnos¢ jest prawdziwa
dla kazdej liczby naturalnej n.

Punktacja za czesciowe rozwigzania:
1 punkt za przystapienie do dowodu indukcyjnego oraz sprawdzenie dowodzonej
nieréwnosci dla n=1.
2-gi punkt za poprawne sformutowanie nieréwnosci
(n+1)%-(n+2)3-(n+3)>
9

142042030 1 3t 4t et (D (D) (n+2) <
i skorzystanie z zalozenia indukcyjnego.
3-ci punkt za wylaczenie czynnika
(n+1)%(n+2)3
5 )




Zadanie 9 .

Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem
4
flx)=vVa2+1.

Dowiesé¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé

|z —y|
(@)= fy)l < =5

Rozwigzanie:
Skorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia

at—bt = (az—bQ) : (a2+b2) =(a—0b)-(a+0b)- (a2+b2) ,
ktory przy zatozeniu a+b+# 0 mozna zapisa¢ w postaci
(14 _ b4
(a+0b)-(a?2+0b2)"
Przyjmujac a = v/22 + 1 oraz b= 42+ 1, zauwazamy, ze a+b > 0 i przeksztalcamy lewa
strone dowodzonej nierownosci:

U@ﬂ—f@ﬂzz@x%+y-y¢+1kz
_ (2 +1)—(y*+1)
(Ve + 1+ V7 +1) - (Va2 + T+ Vo2 +1)

a—b=

- 1)

_ 2% — 9| _
(Va+ 1+ V2 +1)- (Va2 + 1 +v7+1)
[z —y[-|lz+y|
(2)

- (VAP T+ VL) (Ve TP )
Korzystajac z nieréwnosci tréjkata i wykorzystujac rownosé |z| = V2 otrzymujemy:

oyl < o] +]y| = Va2 +/y? < VR T+ /y2+1,

skad
|z +y|

Vel + 1+ +1

Ponadto zauwazamy, ze
1 1 1 1

< = = -,
VeZ+1+ Y241 VO+1+v0+1 141 2

Wykorzystanie tych nieréwnosci pozwala dokonczy¢ oszacowania:

[z —y|- |z +y _
(Va2 + 1+ V2 +1) - (Va2 + T+Vi7 +1)
Vo2 + 1+ VP2 +1 Va2 +1+V2+1 2 2

9



Punktacja za poszczegolne elementy rozwigzania:
Doprowadzenie przeksztatcen do (1) - 1 punkt
Doprowadzenie przeksztatcen do (2) - 1 punkt
Otrzymanie nieréwnosci (3) - 1 punkt
Otrzymanie nier6wnosci (4) - 1 punkt
Dokonczenie rozwigzania - 1 punkt

10



Zadanie ]_ O o

Obliczy¢ wartosé¢ granicy

I 4n2+4n2—|—n+4n2+2n+4n2—|—3n+4n2+4n+ n In?—n N 9n?

im - .
n—oo \ n3 n34+1 n3 42 n3+3 n34+4 n3+im—1 n3+5n
Rozwigzanie:

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystac
z twierdzenia o trzech ciggach, co wymaga oszacowania b,, od gory i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspoélnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo sie réznig — iloraz ostatniego sktadnika
do pierwszego dazy do 9/4 przy n dazacym do nieskonczonosci. Nalezy zatem ocze-
kiwaé, ze oszacowanie sumy poprzez wspélne oszacowanie sktadnikéw (i przemnozenie
tego oszacowania przez liczbe sktadnikéw), bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych
rozne granice, co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciaggach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng réznice wielkosci sktadnikow odpowiadaja liczniki,
podczas gdy mianowniki maja zblizona wielkos¢. Liczniki tworzg jednak postep arytme-
tyczny, ktorego sume bez problemu mozemy obliczy¢. W konsekwencji bedziemy szaco-
waé mianowniki przez wspélng wielkos¢, nie zmieniajac licznikéw, a nastepnie dodamy
sktadniki powstate w wyniku tego oszacowania.

I tak, szacowanie od gory (czyli szacowanie mianownikéw od dotu) prowadzi do
an?  4An*+n  4An*+2n 9n? 4n  4dn+1 4dn+2 In
L s R e

CAnt(An+1)+An+2)+...+9n
- - -

b, <

Cn
n

Z kolei szacowanie od dotu (czyli szacowanie mianownikéw od géry) prowadzi do

4n? An’+n  4An?+2n 9n?
b, > + =
n?+5n n3+5n  n*+5n n3+bn
4n +4n+1 An+2 N In dn+(An+1)+(An+2)+...+9n
n?+5 n2+5 n?+5 n?+5 n?+5

Ze wzoru na sume postepu arytmetycznego otrzymujemy
4n+9n  13n-(5n+1)
2 2 ’

dn+(4An+1)+An+2)+...4+9In=(5n+1)-

gdzie Sn+1 jest liczba wyrazéw powyzszego postepu.
Wobec tego

13n-(5n+1) 13-(5+%) 65
CTZ = = _
2n? 2 2

przy n— oo i podobnie

C18n-(Gnt1)  13-(5+1) 65
T o100 (2+ 1) Ty

Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci

an <b, <cp,

11



a ponadto

: 65
A=y
oraz
lim a,, = 05
Fonreoat 2 )

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
. 65
lim b, = —.

n—oo

Odpowiedz: Warto$¢ granicy podanej w tresci zadania jest rowna 65/2.

Punktacja za czesciowe rozwigzania:

0 punktéw za probe szacowania sumy przez liczbe sktadnikéw razy wspolne szaco-
wanie sktadnikow, przy braku swiadomosci, aby najpierw szacowaé tylko mianowniki.

2 punkty za wykonanie oszacowan przez a, i ¢, (bez wysumowania postepu arytme-
tycznego).

12



Zadanie ]_ ]_ .

Skonstruowa¢ przyktad takiego szeregu zbieznego Y a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1

> a,=3 oraz Y a,(-1)"=1.
n=1 n=1

Wskazéwka: Nie istnieje przyktad bedacy czystym szeregiem geometrycznym.
Rozwigzanie:

&)
Poniewaz szereg 3" a, ma byc¢ szeregiem zbieznym bezwzglednie, zbiezne sg takze szeregi
n=1

o0 o0
> ao, 1 Y as,_1. Oznaczmy ich sumy odpowiednio przez A i B. Wowczas
n=1 n=1

Y a,=A+B oraz Y a,(-1)"=A-B,
n=1 n=1

a zatem warunki zadania bedg spetnione wtedy i tylko wtedy, gdy A=21 B=1.

Niech wiec szereg > as, bedzie dowolnym szeregiem zbieznym o wyrazach dodatnich
n=1

o0
i sumie 2, np. ag, =1/2""1 a szereg Y as,_; niech ma sume 1, np. ag, 1 =1/2".

n=1

Odpowiedz: Przyktadem szeregu spelniajacego warunki zadania jest szereg Y a,,

n=1
gdzie
1
Jn/a1 dla n parzystych
Gy = .
SmiD2 dla n nieparzystych
Punktacja:

Rozwiazania wykazujace brak zrozumienia wskazowki, czyli poszukiwanie przyktadu
szeregu czysto geometrycznego - 0 punktow.

o0 o
Za rozbicie szeregu na szeregi > don, 1 Y. a9, 1 - 2 punkty.
n=1 n=1

o0 [o¢]
Za wyrazenie sumy szukanego szeregu przez sumy Szeregow Y. g, i Y. G2,_1 - 3-Ci
n=1 n=1
punkt.

Za poprawne podanie opisu wszystkich szeregow spetniajacych warunki zadania, bez
podania konkretnego przykladu - maksymalnie 4 punkty za cale rozwigzanie.
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Zadanie ]_ 2 .

Rozwiaza¢ rownanie
2Z=z+Z
w liczbach zespolonych. Opisaé, jaka figura geometryczng na pltaszczyznie zespolonej jest
zbior rozwigzan.

Rozwigzanie:
Sposob 1

Przeksztatacajac dane w tredci zadania rownanie otrzymujemy kolejno rownania row-
nowazne:
2Z—2z—2=0,

2Z—z—Z+1=1,

(z-1D(E-1)=1,
(z—=1)(z—1)=1, (3 punkty)
=1 =1,
|z—1|=1, (razem 4 punkty)

skad wynika, ze zbiorem rozwiazan jest zbior liczb odleglych na ptaszczyznie zespolonej
o 1 od liczby 1, czyli okrag o srodku 1 i promieniu 1.

Sposdb 11

Po podstawieniu z = x 4 yi, gdzie z, y € R, dane w zadaniu réwnanie przyjmuje kolejno
postac:
(z+yi)(x—yi) =z+yitr—yi,

2?4yt =2z, (2 punkty)
2 2
r*—2x+y =0,
v —2r+14+9y° =1,
(z—-1)*+y*=1, (razem 4 punkty)

a zatem zbiorem rozwigzan jest okrag o promieniu 1 i $rodku (z,y) = (1,0), czyli z=1.
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