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PODCZAS KOLOKWIUM NIE WOLNO UZYWAC KALKULATOROW

Zadanie 1+ (5 punktéw)
Dowies¢, ze istnieje nieskorniczenie wiele par liczb naturalnych k <n speliajacych

roOwnanie
n n
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() =(t)
Rozwigzanie:

Stosujac wzor na wartos¢ wspotezynnika dwumianowego otrzymujemy

n n! n n!
(k) -k T <k+1> Tk (k-1

co po wstawieniu do rownania danego w zadaniu prowadzi do

n! n!

k- .
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To z kolei daje kolejno réwnowazne postaci tego réwnania:
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k-(k+1)=n—k,
kE-(k+1)4+k=n,
E*4-2k=n. (M)

Zatem réwnanie dane w tresci zadania jest réwnowazne rownaniu (#). Stad wyni-
ka, ze rozwiazaniem tego réwnania jest kazda para (k,n), gdzie k jest dowolna liczba
naturalng oraz n = k?+ 2k.



Zadanie 2. (5 punktéw)
Dowiesé, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
n?-(n+1)2-(2n+1)

1442 +34+ . +nt< 0

Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

1° Dla n =1 lewa strona dowodzonej nierownosci ma warto$¢ 1, a prawa 12/10=6/5.
Zatem dana w zadaniu nieréwnosé¢ przyjmuje posta¢ 1 <6/5, jest wiec prawdziwa.

2° Niech teraz n bedzie taka liczba naturalng, ze

2. 1)2-(2 1
Paotysty  gptcl (n+ 1)0 (2n+ ).

Wykazemy, ze woéwczas
1)%. 2)2.(2n+3
Wychodzac od lewej strony nieréwnosci (&) i korzystajac z zalozenia indukcyjnego

otrzymujemy

n?-(n+1)%-(2n+1)

L=1"4+2*+3"+  +n*+(n+1)< T +(n+1)t=
_(n+1)2 2 2 _(”+1>2 3,2 2 _
=7 (- (2n+1)+10- (n+1)?) = 0 - (20%+ 1?4100 +-20n+10) =

~ (n+1)? 3 2
=0 - (2n* +11n% 4200+ 10) .
Z kolei prawa strone nieréwnosci (d) mozemy zapisaé jako
1)2. 2)2-(2 3 1)2
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ZWTO) -(n2+4n+4)-(2n+3):(”iro) (2n%+8n% +8n+3n% +12n+12) =
_ (n+1)? 3 2
=7 (20% 4+ 11n* + 200+ 12) .
Stad otrzymujemy
1)? 1)2
Lty -(2n3—|—11n2+20n+10)<(n1r0) (2n* +11n% +20n +12) = P,

co konczy dowdd drugiego kroku indukeyjnego.

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nieréwno$¢ zostata udo-
wodniona dla kazdej liczby naturalnej n.



