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Zadanie O (5 punktow)
Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nierownosé

2
(2n+7)- ( ") > 4n1
n

Rozwigzanie:
Zamierzamy przeprowadzi¢ dowdd indukeyjny.

1° (w tej chwili wydaje nam sieg, ze jest to pierwszy krok indukeyjny) Dla n =1 mamy

2
(2n+7)-< ”) —9.2=18
n
oraz
4l =42 =16,

a zatem dana w zadaniu nier6wno$¢ przyjmuje posta¢ 18 > 16, jest wiec prawdziwa.

2° Niech teraz n bedzie taka liczba naturalna, ze
2
(2n+7)- ( ”) >4t
n

Chcemy wykazaé, ze
2n+2
2n+9)-
(2n+9) (n—l—l

Wychodzac od lewej strony powyzszej nieréwnosci otrzymujemy
<zn+9>.(2n+2> (20+9)(2n+2)! _ (2n+9)(20)!(20+1)(2n+2)

> >47’L+2 )

n+1 (n+D!(n+1)! n!(n+1)n!(n+1)
B 2n\ (2n+9)(2n+1)(2n+2) 2n\ 2(2n+9)(2n+1)
_(2n+7)'<n>. (2n+7)(n+1)2 =2 +7)'<n>' (2n+T7)(n+1)
ni1 22n+9)2nA41) L nae
. (2n+T7)(n+1) >4 A=A,
o ile udowodnimy, ze
2(2n+9)(2n+1)
(2n+T7)(n+1)

Powyzsza nieré6wnosé jest rownowazna kolejnym nieréwnosciom
22n+9)(2n+1) >4(2n+7)(n+1),
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(2n+9)(2n+1) >2(2n+T7)(n+1),
4n2+18n+2n+9>2<2n2+7n—|—2n+7) :
4n*4+20n+9>4n’+18n+ 14,
2n>5,
5

/2.

Wobec tego, ze liczba n jest catkowita, powyzsza nier6wnosc jest rownowazna nieréwnosci
nz=J3.

n

VoS

Drugi krok indukeyjny zostat wiec przeprowadzony tylko dla n > 3.

Dla kompletnosci dowodu nalezy sprawdzi¢ dang w tresci zadania nieréwnos¢ dla
n =2 oraz dla n = 3. Sprawdzenie dla n = 3 okazuje si¢ przejmowac role pierwszego kroku
indukcyjnego, a sprawdzenie dla n =2 weryfikuje dowodzong nieréwnos$¢ w przypadku,
ktory dotad nie zostal sprawdzony, ani tez nie wynika z dowodu indukcyjnego.

Dla n =2 otrzymujemy

11-(3) =11-6=66>64=43.

1° (to okazuje sie by¢ pierwszym krokiem indukcyjnym) Dla n =3 otrzymujemy

6
13- <3> =13-20=260>256=4"*.

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nieréwno$¢ zostata udo-
wodniona dla kazdej liczby naturalnej n > 3, a ponadto wykonaliSmy bezposrednie spraw-
dzenie dla n=1 oraz dla n=2.

Uwagi:

Sprawdzenie dla n =3 nie wydaje sie wymagac¢ wiele pracy, jednak brak swiadomosci
koniecznosci wykonania tego sprawdzenia jest bardzo powaznym bledem.

Maksymalna mozliwa ocena za rozwigzanie, w ktorym nie wykazano $wia-
domosci koniecznosci wykonania sprawdzenia dla n =3, to 2 punkty.



Zadanie T (7 punktéw)
Dobra¢ odpowiednie liczby wymierne dodatnie g oraz C' i udowodni¢, ze dla dowolne;j
liczby catkowitej dodatniej n zachodza nieréwnosci

C C
g——<Vnt+nd—n<g+—.
n n

Rozwigzanie:
Nierownosci dane w tresci zadania mozna przepisa¢ w postaci

‘W—n—g‘<g. (M)

Sposéb 1
Korzystajac dwukrotnie ze wzoru na roznice kwadratéw, przepisujemy lewa strone
nieréwnosci (M) w postaci niezawierajacej réznicy wyrazen zblizonej wielkosci:
’\/n4—|—n3—(n+g)2’

VAt —n—g| = [Vl = (0 g)| = e =

In*+n®—(n+g)*|

~ (Va0 g) - (VT F 8 + (ntg)?)

_nt 40P —nt—4gn® —6¢g*n* —4¢°n—g*|

(VnrFnd+n+tg)- (Vi +nd+ (n+g)?)
_ |(1—4g)n®—6g°n* —4g°n—g"|
N (W—i—n—kg) : (\/m—i—(n-i—g)Q) '

W liczniku ostatniego wyrazenia dominujacym skladnikiem wydaje sie by¢ (1—4g)n.
Aby wyrazenie to miato mozliwie maly rzad wielkosci, dobieramy ¢ tak, aby ten sktadnik
byt rowny zeru, czyli przyjmujemy g=1/4. Przy tej wartosci g (ktérej nie podstawiamy
od razu do wzoru, aby unikna¢ niepotrzebnych rachunkéw na utamkach szacowanych
pozniej przez zero) wykonujemy szacowanie od gory:

|—69°n? —4g3n — g*| B 6g°n%+4g¢°n + ¢* _
(\4/n4+n3+n+g) : (\/n4+n3+(n+g)2) (\4/n4+n3+n+g> : (\/n4+n3+(n+g)2)
6g°n? +4g¢°n? + g*n? (69°+4g°+g")-n*  6g*°+4¢°+g* C

- ((“/M——H)+n+0>‘(\/7f4——|—0+(n+0)2) - 2n-2n? an n’
co konczy rozwiazanie zadania z
6g°+4¢°+¢* 6-16+4-44+1 96+16+1 113
4 T1024 1024 1024
Koncéwke oszacowan mozna tez wykonaé w oparciu o zaleznodci 4¢g = 1, czyli 4¢° = g*
oraz g% <1, czyli g* < g%. Otrzymamy wéwczas
69 +4g°+g* _ 6°+g*+g* 8> 8 1/8

C=

4n 4n T dn 424n 0’
co zakonczy rozwiazanie zadania z C'=1/8.
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Sposob 11
Zamiast korzysta¢ dwukrotnie ze wzoru na réznice kwadratéw, mozna skorzystac
ze wzoru na réznice czwartych poteg w postaci

(14 _ b4
a’+a2b+ab?+b3
Woéwezas lewa strone nieréwnosci (#) mozna przepisaé jako
4 .3
‘14/n4+n3—n—g’: In*+n® —(n+g)*|
47 3 3 4/ 1 3 4 3
(\/n +n ) +(n+g)- (\/n +n ) +(n4g)% Vnt+n3+ (n+g)
Int4+n3 —nt —4gn3 —6g°n* — 4g°n — ¢*|
3
(\4/n4—|—n3) +(n+g)- (\4/n4+n3) +(n+g)? Vnt+n3+ (n+g)
_ |(1—4g)n* —6g°n* —4g°n — g*|
3
<\4/n4—|—n3) +(n+g)- (\4/n4+n3) +(n+g)? Vn*+n3+ (n—l—g)
W liczniku ostatniego wyrazenia dominujacym sktadnikiem wydaje si¢ by¢ (1 —4g)n?
Aby wyrazenie to miato mozliwie maly rzad wielkosci, dobieramy ¢ tak, aby ten sktadnik
byt réwny zeru, czyli przyjmujemy g=1/4. Przy tej wartosci g (ktérej nie podstawiamy

od razu do wzoru, aby uniknaé¢ niepotrzebnych rachunkéw na utamkach szacowanych
pozZniej przez zero) wykonujemy szacowanie od gory:

|—6g°n* —4¢°n — g*|

() + (nt g)- (YT ) 4+ (nt g Vi b+ (n +9)°

a—b=

B 69°n>+4g3n+ g* -

= 3

<\4/n4—|—n3) —|—(n—|—g)-(\4/n4+n3> +(n+g)2 Vnt+n3+(n+g)3
69°n%+4g3n®+ g*n?

- (v n4+0>3+(n+0)~ (\4/714—1—0)2—1—(71—1-0)2- Vi 10+ (n+0)3 -

_ (69*+4¢°+g¢")-n*  6g°+4g*+g*
- An3 a 4dn '

Dalsza czes¢ rozwiazania przebiega tak samo jak w sposobie 1.

Sposob 111 (dosé karkolomny rachunkowo i nie polecany, ale chodzi o pokazanie, Ze tak
tez mozna)
Stosujemy wzory skréconego mnozenia do srodkowej strony nieréwnosci danej w tresdci

zadania:
3

Vnttnt—n= 5 z 5 .
(\4/n4+n3) +n- (\4/n4+n3) +n2-V/nt4+nd+nd

Zwracamy uwage, ze dla duzych n sktadniki n® wystepujace pod pierwiastkami w mia-
nowniku ostatniego wyrazenia maja niewielki wptyw na jego wartosé¢ i zgadujemy, ze

g=1/4.




Wobec tego
3 1

)W—n—g‘: . n . R
(Varn?) - (Vntend) n2 Ynlind+ns 4

4An3 — <<\4/n4+n3)3—|—n- <\4/n4+n3>2+n2- \4/n4—|—n3+n3>

4 (VAT ) o (Vi) 2 Y4
‘3713— (m)g—w (W)z—n2~ Vnt+n?
_4.((W)3+n.(m)2+n2.m+n3) |

Korzystajac z tozsamosci

3a® —b* —ab? —a’b = (a—b)- (3> + 2ab+?)
oraz z przytoczonego w sposobie I wzoru na réznice czwartych poteg kontynuujemy
przeksztalcanie, a nastepnie szacujemy od gory:

3n? — (VT + ) —n- (Vi Td)” 2. Yt
- (VAT e (VT - Y )
n— Y] (32 2n- Yot + (V)

(V) e (V) o Y )

n3- (3n2+2n- (l/n4—|—n3+\/n4+n3)
_ <
3 2 2
4- ((\4/n4+n3) +n- <\4/n4+n3) +n?- \4/n4+n3+n3)

n3. (3n2+2n- €/n4+15n4+\/n4+3n4)
< g

4. (( y n4+0)3+n- ({*/n4—+0)2+n2- {*/n4—+0+n3>2
n®-(3n*+2n-2n+2n?)  9n®  9/64
N 4 (4n3) 6
co konczy rozwiazanie zadania z C'=9/64.
Wykorzystanie oszacowania vni+n3 < vni+4nd=n-v5<n- V/81/16 =n-3/2 po-
zwolitoby uzyska¢ C'=1/8.

Uwagi:

Liczba g jest wyznaczona jednoznacznie. Kazde rozwiazanie z g # 1/4 jest bledne.

Nietrudno przesledzi¢ powyzsze rozwiazanie i stwierdzi¢, ze w istocie zachodzg nie-
rownosci . © .

Yox 3
———<vnit+nt—n<—,
4 n 4

czyli sktadnik C'/n po prawej stronie danych w tresci zadania nieréwnosci mozna pomi-

na¢, dowodzac tym samym nieréwnosci mocniejsze;j.



