Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1A, zima 2013/14

Wyklad (takze 22.10.2013) oraz konwersatorium 21.10.2013: zad. 72-89
Cwiczenia 22.10.2013: zad. 90-104 Kolokwium nr 3, 28.10.2013: material z zad. 1-111

Przyktad 72. Dowies¢, ze liczba log,3 jest niewymierna.

Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowé6d nie wprost. Zatézmy, ze liczba log,3 jest wymierna i niech m/n
bedzie jej przedstawieniem w postaci ilorazu liczb naturalnych (zauwazmy, ze jest to
liczba dodatnia). Wowczas otrzymujemy kolejno

log,3 = o
n
2m=3".

Ta ostatnia réwno$¢ nie jest jednak mozliwa, gdyz liczba 2™ jest parzysta, a liczba 3"
nieparzysta. Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze liczba log,3 nie jest liczba wymierna.

73. Dla liczby wymiernej dodatniej ¢ =m/n, gdzie m,n € N, zapisa¢ warunek
log,3 < q. Wykorzysta¢ ten warunek do poréwnania log,3 z liczbami 3/2, 5/3 oraz 8/5.

Nierownosci.
74. Oszacowaé liczbe 1000! od goéry i dotu przez potegi dziesigtki.

75. Oszacowaé od gory i dotu wyrazenie
Vn+l+vn+2+vVn+3+...4+vV9m.

76. Dowiesc, ze dla dowolnej liczby naturalnej n>............ zachodzi nierownos¢
n?<2".
W miejsce kropek wstawic liczbe, dla ktérej udaje sie tatwo zredagowaé¢ dowod.

77. To samo dla nieréwnosci
nt<2".
78. To samo dla nieréwnosci
n® < 2",
Zastanéwi¢ sie nad modyfikacja dowodu tak, aby zmniejszy¢ liczbe wpisana w miejsce
kropek.

79. Wskaza¢ liczbe naturalna n > 1 spelniajaca nieréwnosc

nlOOO <o

Przyktad 80. Wskazujac odpowiednie liczby wymierne dodatnie C', D (niezalezne
od n) udowodnié¢, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n zachodza nieréwnosci
4nt +3n3 —2

C<——— K
S Enpt—4p24+2
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Rozwigzanie:
Szacujac dane wyrazenie od gory otrzymujemy
4n*+3n3 -2 < Ant+3n*—0  Tnt
Snt—4An2+2  bnt—4nt+0  nt
7 kolei szacowanie od dotu prowadzi do
4n*+3n3 -2 S 4nt+0—2nt B ont 2

Bt —4n2+27 Bnd—0+2nt Tt T
Zatem dane w zadaniu nieréwnosci sa spelione ze statymi C'=2/7 oraz D=7.

Oszacowaé¢ podane wyrazenia od géry i od dotu (n € N) przez wyrazenia rézniace sie
stalym czynnikiem dodatnim

5 211 2124 Vn2 43+ V22
| wWntds oo ST n—n 83, V2 +1+vVn24+24vn? +3+...+V2n
RV 2n+5

5n 44 VnT+9+6 1 1 1 1

gq, IoHONEL - gp VR EIT0 g, bt

2n3 —n2+7 nt+15+8 n+l n+2 n+3 2n

776" 2" 1 2 3+...+/64

LTS gs Yniinion 89, ;/”Jr +\3/"+ +\3/"+ T dvban
T4 5n 4 3n In+1+n+2+/n+3+...+V64n

90. Dowies¢, ze liczba log,,18 jest niewymierna.
91. Dowies¢, ze liczba +/log,25 jest niewymierna.
92. Rozstrzygnac, czy liczba log,3+log,5 jest wymierna, czy niewymierna.

93. Wskazac taka liczbe naturalng n, ze
71000000 | | - on

2013 -1 ‘
94. Ktora z liczb jest wieksza H H <\7/;_\Z/Z> czy 10—1000000

i=2 j=1

Wskazujac odpowiednig liczbe naturalng & udowodnié¢ nieréwnoséci 10 < L < 10,
95. L=3972%7 96. L=257" 97. L =700!

Wskazujac odpowiednie liczby wymierne dodatnie C, D udowodni¢, ze dla dowolnej
liczby naturalnej n zachodza nier6wnosci C'< W (n) < D.

n*+16n+3 13n2—10n+3 Vn+74+3
98. W = 99, W = 100. W =
() 2nt +Tn? (n) 2n2+Tn—1 (n) vVn+3+7

101. Dobraé¢ odpowiednig liczbe wymierng dodatniag C' i udowodnié, ze dla dowolnej
liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci

_VOnTI6-3yi _
D= BNV

x_
Wskazéwka: /1 —/y=—"—
VI+Yy

2C.
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Wskazujac odpowiednie liczby wymierne dodatnie C', D oraz liczbe rzeczywista k
udowodni¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci

C-n*<Wi(n)<D-n".

_n3+2n2—|—1 onmd—n?+1 n2+1

102. W =———— 103. W = 104. W =
(n) VNS £2+2 (n) InZr1+1 (n) n3+1+1

Zadania do samodzielnego rozwigzania.

105. Dowies¢, ze liczba log,,50 jest niewymierna.

106. Ktora z liczb jest wicksza
a) 21000! czy 999999! ?
b) 26% czy 10! ?
c) 26% czy 123% 7
Przyktad 107. Wskazujac odpowiednie liczby wymierne dodatnie C'; D (niezalezne
od n) udowodnié, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n zachodza nieréwnosci
4n* —3n3+2
O ———r—r
T nt+4n2—2

Rozwigzanie:
Szacujac dane wyrazenie od gory otrzymujemy
4n* —3n3+2 o dn*—0+42n*  6n*
bni+4n2—2 " 5pt+0—2nt  3nd
Z kolei szacowanie od dotu prowadzi do
4n* —3n3 42 4n4—3n4—|—0_ nt 1

Snt+dn? =27 Snitdnti—0 9nt 9
Zatem dane w zadaniu nieréwnosci sa spetnione ze statymi C'=1/9 oraz D =2.

=2.

108. Dobra¢ odpowiednig liczbe wymierng dodatnia C' i udowodnié¢, ze dla dowolnej
liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci

< VIn+40—+/9n+16 <5C.
JAn+45—/An+5

Wskazujac odpowiednie liczby wymierne dodatnie C', D oraz liczbe rzeczywista k
udowodni¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci

C-n*<W(n)<D-n".

~ n'+10n*+3 ~ 5n®—n'+3

nS+2n*+1
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