Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1A, zima 2013/14

Wyktad: zad. 235-243
Konwersatorium 18.11.2013: zad. 244-261 Cwiczenia 19.11.2013: zad. 262-340
Kolokwium nr 6 — 25.11.2013 (poniedzialek, 13:15-14:00): material z zad. 1-384

Kresy zbiorow.

Definicja: Zbiér Z C R nazywamy ograniczonym z géry, jezeli
3 V <M.
MeR zeZ
Kazda liczbe rzeczywistg M € R spelniajaca warunek
YV <M
r€Z
nazywamy ograniczeniem goérnym zbioru Z.
Definicja: Zbiér Z C R nazywamy ograniczonym z dotu, jezeli

3 VvV z>M.

MeR xeZ
Kazda liczbe rzeczywista M € R spetniajacag warunek
YV x>2M
x€Z
nazywamy ograniczeniem dolnym zbioru Z.

Definicja: Zbiér Z C R nazywamy ograniczonym, jezeli jest jednoczesnie ograniczony
z dotu i z gory.

Definicja: Jezeli niepusty zbiér Z C R jest ograniczony z gory, to kresem goérnym
zbioru Z nazywamy jego najmniejsze ograniczenie gorne i stosujemy oznaczenie sup /.
Istnienie takiego najmniejszego ograniczenia wynika z zasady ciggtoéci Dedekinda. Jezeli
zbiér Z jest nieograniczony z gory, przyjmujemy supZ = +o00. Ponadto przyjmujemy
supf) = —oco. Analogicznie okreslamy kres dolny zbioru, oznaczany przez inf Z.

Whniosek: Jezeli niepusty zbior Z C R jest ograniczony z gory, to liczba G jest jego
kresem gérnym wtedy i tylko wtedy, gdy

vV <G

x€Z
oraz

YV 3 z>G—=¢.

e>0 xzeZ

Niech A i B beda niepustymi ograniczonymi zbiorami liczb rzeczywistych.
Niech a; =infA , as =supA , by =infB , by = supB. Co mozna powiedzie¢ o nastepujacych
kresach:
235. inf{—a: a€ A} 236. sup{a?: ac A} 237. inf{a*: a€ A}
238. sup{a—b: ac€ A, be B} 239. sup{ab: a€ A, be B}
240. inf{ab: a€ A, be B}

241. Zbiory A i B sg niepuste i ograniczone. Zbiér B jest skonczony i wszystkie jego

elementy sg rézne od 0. Czy zbiér {§: a€ A, b€ B} musi by¢ ograniczony? Odpowiedz
uzasadnic.
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242. A jest takim niepustym zbiorem ograniczonym liczb rzeczywistych, ze
infA =—3, supA =2. Jakie wartosci moga przyjmowaé kresy zbioru {|a|: a € A} ? Od-
powiedz uzasadni¢ przyktadem lub dowodem.

243. Podac przyktad takich zbiorow A, B, ze infA =2, supA="7, infB =3, supB = 10,
inf(ANB) =4, sup(ANB)=6, ANN=BNN=.

Przeczytaj ponizsze warunki. Ktére z nich sg rownowazne temu, ze g =supA ?

244. (v a<g>/\(‘v’ 3 a<g+5>

a€A e>0acA

245. <g A <
aZ/Aa g) (E\Z(]aglA |a g‘ 8)

246. | V a<g>/\(‘v’ 3 a>g—25>
acA e>0acA

247. ( V a<g>/\(v 3 a>g—)
acA e>0acA

248. g)/\(V 3a>g—;>
aGA neNaeA

249. g)/\(V 3 n?(g— a)<ib>
aeA neNaeA

250. a<g|AN < )2 <e
a€A s>0a6A

251.

A ( )2 < 5)
5>Oa€A

Y 4 a>6>

e<ga€cA

(
A(szgaéﬁg ‘)

(oY

(

252.

254. Ja>g—¢

0<e<lacA )

255. Vv Ja>g-— 5)

e>0acA
g) A (aYOagAa 8)
(aYOaglAa - 9= 8)
g> /\( v 3b> 0 )
a€AbEA
<o)n(ye<a)r(y,30>%)
aGA ac€AbEA

)r(ga<o)n(y,20>%)
acA aeA acAbcA

Ja<xyg /\(v = a>g—5)

e>0acA

256.

257.

258.

259.

L
gw
Vv
o

260.

261.

(
(
(
(2
(2
(.
(2
(2
253. (
ex
ex
(2
(2
(2
Ex
(
(
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W kazdym z pozostalych zadan podaj kresy zbioru oraz okresl, czy kresy naleza do

zbioru.
262. A:{3—52:m,n€N}
n m
1
263.B:{n2 - nEN}
11
264. C:{x":xe( )/\neN}
2’ 5
265. D:{\/n2+3—n: nGN}
266. £ ={log,(2n—1)—logyn: ne N}
n
267. = : N}
{3n+7 ne
268 G—{ n_. eN}
YT W7 "
269. H:{IOO :nEN}
n!
100™
270. I = :
{<2n>! ”EN}
2
271.J:{ Zm 4:m,n€N}
m2+n
272. K={[|z+y|—|z[—[y]: z,y eR}
1
273. L= 5n_3m:m,n€N}
) 2
974, M — (logy(n?+1)) -logs(n —1—4):
(logg(n?+4))-logg(n?+1)
275. N:{\/ 21 or+1: —5<x<3}
1
276. O = : ]R}
76. O {x2+2 T E
241
277. P:{x2+ :xeR}
242
278. Q= {2’ +4z+4: x€(=6,1)}
279. R= {x +4y+4: x,y € (-6, 1)}
2n°+3n+5
280. _—
5= {2n2+3n—|—4 nEN}
2n°4+3n+5
281. T=¢ ——m———
® {2n2+3n+6 ”EN}
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283. V={a2": xc(-3,2)}

284. W:{ !

285. X:{: nGN}
n

286. Y ={n2—5n: neN}

1 n
287.Z:{?)':n€N}
1 n
2o A= {(~1)" nen)

1 1
289.B:{— m,neN}
n+1l1 m+2
290.C:{m:m,n€N/\2m2<3n2}

n
291.D:{m:m,n€NA2m>3”}

n
292.E:{mn mnEN}

m24+9n? "

n!+n20%9 1

294.G:{m+”

p
295. H={2: v e (-4,9)}

n
296. [ = EN}

{2n+3 "

|
297.J:{g:n€N}

2
298. K = {(008> neNAnK 2008}
299. L i mnEN}

n—+m

1
300. M = {<— nGN}

n 3
301. N= {\/n2+2n n: nEN}
302. O0={V3- V2: mneN}
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303.

304.

305.

306.

307.

308.

309.

310.

311.

312.

313.

314.

315.

316.

317.

318.
319.
320.
321.

322.

323.

324.

325.
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P:{7—3m: m,nEN}

< < M
I Il Il
|
\?]/v
-3

3

M

Z

——

F={]2—logyx|: z€(1,8]}
G ={]2—logyx|: z €(1,16]}
H={|2—logyz|: z € (1,32]}

1 1
I:{3n—2+2m—3'm’"€N}
J ={logy(n+7)—logyn: neN}

12
K:{<n> : nEN}

25n

m-+n
L{ — m,neN}
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M:{enn

326.
n2+1

327. N
328. O

329. P

330.
331.

332.

333.
334.

335. V

W kolejnych pieciu zadaniach niech f,(x)= {

_ (2n+1
_{3n+1
_[2n+1
_{371—1—2

:{n2—22

:nEN}

:nEN}
: nEN}

:nGN}

Analiza Matematyczna 1A, zima 2013/14

Q={x—2y:z,ycR N 16<2<28 N 3<y<4}
R={lz—y|: z,ye R A 16 <2 <28 A 3<y<4}

1
S—{mfay”GN}

1

U‘{wn—mw:”EN}

= ! + :mneN
S 7Tm =30 (Tn—30)2"

2—3 dla <2
z—n da x>2

336. A={fa(x): z€(—1,4]}
337. B={f3(z): ze€(—1,4]}
338. C={fu(z): ze(-1,4]}
339. D={fs5(x): ze(—1,4]}
340. E={fs(z): x€(—1,4]}
1
341. A:{n+4 nGN}
342. B:{HLL—mir5 m,nGN}
343. C:{?j nEN}
344. D:{ _n%)n:neN}
1
345. E:{Bn—2011 neN}
346. F={a’:z€(-2,1)}
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347.

G
348. H = {x2+y3 X,y € (—2,1)}

349.1_{ ! :xe(—2,1)}

2249
1
350. J = 91
{x3+9 T€(=21)
1
351. K — Cre(—2.1
{x4+9 zE( 7)}
1
352. L=~ .
{10n—43 ”GN}
1
353. M={— . peN
(1on—432 "€ }
354. N L eN
. = n
(10n—43)2+7

355. O =

356. P={(—1)"+ (_n " nEN}

357. Q=

n?

(—1)"— (=", neN}

5 .

{
{
{
358. R= {(—1)’”— (=", m,nEN}
{
{
{
{

n
359. S= Z:m,nEN/\m2<8n2}
360. T'= lem,neN/\m2<9n2}
361. U={va?—dz+4:v€(-35)}
362. V={Va?—dr+4: xe(1,4)}
363.W:{n2_61n+10:n6N}
364.)(:{n2_6n+7 neN}
365.Y:{n2_én+4:nEN}
366. Z:{ZL mneN A 4”<8m<12"}
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367. A—{m: mneN A 4m<8"<12m}

368. B=
369. C'=

370. D=

372. I'=
373. G=
374. H =

{
{
{
sm. b
{
{
{

375.

~
Il

{m: 3”<8m<4”}
n
376. J:{: 3”<9m<4"}

377. K :nEN}

:{10n—37
378. L={logy(z+3): z€(—1,5)}

379. M = {log3 (x2—|—2) rxe(—1, 5)}
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380. N ={2"%—3":2: ne Ny}, Np={2,34,5,.}
210gn3

381. 0:{31%2 nGNQ}

382. P— {2212 . ER}

383. Q:{22””2 xeR}

384. R— {22“”3 r€ R}

Odpowiedzi do zadan 341-384 (do samodzielnego rozwiazania) znajduja sie na li-

$cie 6r.
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