Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1A, zima 2013/14

477. Podac¢ przyktad takiego szeregu zbieznego Y a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1

o (0.9} 7
Sa=Y =1
n=1 n=1 2

Rozwigzanie:

Sprobujemy znalezé szereg geometryczny o zadanych wtasnosciach.
W tym celu zalézmy, ze a, = cq™ !, pamietajac, aby ¢ >0 oraz 0 < g < 1. Wéwezas

00 0o
Dan=> cq" =
n=1 n=1

C
1—gq

oraz 3
[ee] oo
-1 C
3 _ 3(,3\" _
San=3 () =13
n=1 n=1 q

co po uwzglednieniu warunkéw zadania oraz prowadzi do uktadu réwnan

c 7
l-q 2
3 ! T (&)
1—g3 27
czyli
{ 2c=7(1—q)
23 =T7(1—¢°).
7 pierwszego réwnania otrzymujemy
7(1—-q)

co po podstawieniu do drugiego rownania daje kolejno
7(1-q)° 3
2 =1(1-7)
?(1-qf
1 =
7(1-g) =4(1-q) (1+q+¢°)
71— =4(1+q+¢%)
49¢* — 98¢ +49=4¢* +4q+4
45¢° —102q+45=0 (V)
15¢> —34¢+15=0.

1—¢*

Otrzymane rownanie kwadratowe ma rozwiazania

34341515 17£VITP—152  174,/(1T—-15)(17+15)
= 30 - 15 - 15
C17+£v2-32 17+£4/64 17438
-1 15 15
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b

co wobec warunku ¢ <1 wymaga przyjecia ”+”="—"". Ostatecznie otrzymujemy

17-8 9 3
(ST
skad
T(1—q) 7
‘T2 T
Otrzymane rozwiazanie ¢ =3/5, ¢=7/5 prowadzi do
oy T3
an=cq" " =—0—.
Odpowiedz: Przyktadem szeregu spetniajacego warunki zadania jest szereg
0o 7. gn—1

oo

478. Poda¢ przyktad takiego szeregu zbieznego Y a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1

> a,=3 oraz > (-1)""'a,=1.
n=1 n=1

Rozwigzanie:
Sprobujemy znalezé szereg geometryczny o zadanych wtasnosciach.
W tym celu zalézmy, ze a, =aq™ ', pamictajac, aby a >0 oraz 0 < ¢ < 1. Wowczas

0 [e%S) a
> an=3 g =
n=1 n=1 1 -

q
oraz ~ o
a
(_1)n+1an: a(—q)n_lz 7
Z; Z; l1+¢q

co prowadzi do uktadu réwnan
{GZ3G—Q)

a=14q

majacego rozwiazanie ¢ =1/2, a=3/2.
Odpowiedz: Przykladem szeregu spetniajacego warunki zadania jest szereg
> 3

o
n:12

479. Poda¢ przyktad takiego szeregu zbieznego > a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1

sumy szeregow
oo o0 [e.e] oo
2 3 4
Za”’ Zanv Zan’ Zan
n=1 n=1 n=1 n=1
sg liczbami catkowitymi.
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Rozwigzanie:
Rozwazmy dowolny zbiezny szereg geometryczny o wyrazach wymiernych dodatnich, np.
< 1

7.
n:12

Wowczas sumy
> 1 1N L &1y T &1l
_— = 1 e = -, e ==, e _ —
et B e X6 6w
sg liczbami wymiernymi.
Wystarczy teraz przemnozy¢ wyrazy wyjsciowego szeregu geometrycznego przez naj-
mniejszg wspolna wielokrotnos¢ mianownikow powyzszych sum, aby uzyskaé¢ przyktad

speliajacy warunki zadania.
W naszym wypadku otrzymujemy

105
Ap = ——
2n
i w konsekwencji
> a,=105
n=1
i 1052
> al= =105-35
n=1 3
i 1053
> a) =——=105%15
n=1 7
e 1054
- =105°-7
—m 15

480. Podac¢ przyktad takiego szeregu zbieznego % Ay, 7€ a, =1/4" dla nieskonczenie
n=1

wielu n, a ponadto

Zan:él.
n=1

Rozwigzanie:
Gdyby a, =1/4" dla kazdego n, wowczas mieliby$my
— 1 1
Z =Ty
Sume szeregu mozemy zwi@kszyc 0 4—1 / 3=11/3 zwiekszajac tylko jego pierwszy
wyraz, co prowadzi nas do nastepujacego przyktadu:
1 11 47 1

a,=— dla n>2

M=t T o
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481. Poda¢ przyktad takiego ciagu (a,,), ze szeregi § (@op—1+ag,) i ioj (aon+asni1)
n=1 n=1
sg zbiezne, a pona,dto

o0
Z ap—1+ag,) =5 oraz a1+Z(a2n+a2n+1) =2.
n=1 n=1
Rozwigzanie:

Niech
oraz

dlan>2
Woéwezas

[e.9]

> (agn-1+az,)=(2+3)+(-3+3)

n=1

+(=343) +(=3+3)+
oraz

.=5+04+0+0+...=5

ar+ ) (azn+azn1) =2+ (3-3)+(3-3)
n=1

+(3-3)+...=24+04+0+0+...=2.

[e.9]

482. Podaé przyklad takiego ciagu (a,), ze szeregi
Z (a3n—2+ asn—1+as,)

oo
) Z (agn—1+as, +asn41) oraz Z (a3n+ a3ns1+a3n42)
n=1 n=1 n=1
sg zbiezne, a ponadto

Z (a3n—2+asn_1+as,) =06,
n=1

a1+ Y (azn—1+as, +ag,1) =1
oraz

n=1
a;+ag+ Z U3n + A3n 41+ A3ny2) =3 .
n=1
Rozwigzanie:
Niech
a; = 1
oraz
A3n-1=2, az, =3, A3n+1 = )
dlan>1
Woéwezas
Z (a3n—2 +a3n—1 +a3n) = (1 + 2+3) +(—
n=1

(=5+2+43)+(—5+2+3)+(-5+2+3)+.
=6+04+0+0+...=6,

a1+ Y (agn_1+as,+asn41) =1+ (2+3-=5)+(2+3-5)+(2+3-5)
n=1

=14+0+0+0+...=1
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oraz

ar+as+ > (asn+asns1+asni2) =142+3-5+2)+(3-5+2)+(3-5+2)+...=

n=1

=3+0+0+0+...=3.

483. Obliczy¢ sume szeregu

i 1
—n?-1
Rozwigzanie:
Szukamy takich liczb A i B, ze
1 1 A B

n2—1 (n—1)(n+1) n-—1 +n—|—1 '
Po wymnozeniu prawej réwnosci stronami przez (n—1)(n+1) otrzymujemy
I=An+1)+B(n—1).
Dla n =1 otrzymujemy A=1/2, natomiast przyjecie n=—1 daje B=—1/2.
Zatem N-ta suma czesciowa danego szeregu wyraza sie¢ wzorem

N 1 1 1 1//1 1 1 1 1 1
SN_nZ:;nQ—l_2;<n—1_n+1)_2(<1_3>+(2_4>+(3_5)+'”
v o) (v ) (vm - vr)) =
T AN=3 N-1 N—-2 N N—-1 N+1/))

1,1 1 1 1
3435w
2\1 2 N N+1

co przy N dazacym do +oco zbiega do 3/4.
Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 3/4.

484. Podaé¢ przyktad takiego szeregu zbieznego 3 a, o sumie réownej 1/2, ze dla
n=1
nieskonczenie wielu liczb naturalnych n liczba a,, jest catkowita.
Rozwigzanie:
Wystarczy przyjaé a; =1/2 oraz a, =0 dla n>2.

485. Obliczy¢ sume szeregu

> 1
nz::l B+(=1)")"
Rozwigzanie:
Poczatek danego w zadaniu szeregu wyglada nastepujaco
11 1 1 1 1 1 1
Poniewaz szereg ma wyrazy dodatnie, jego suma nie zmieni sie przy zmianie kolejnosci
sumowania jego wyrazow.
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Zauwazmy, ze wyrazy o indeksach nieparzystych tworza ciag geometryczny o ilora-
zie 1/4 i pierwszym wyrazie 1/2. Poniewaz suma szeregu geometrycznego o pierwszym
wyrazie a; i ilorazie ¢, gdzie |¢| <1, jest réwna

ai
1_Q7
otrzymujemy
11 1 1 1/2 2
DTSRI T 1-1/4 3

Podobnie, wyrazy o indeksach parzystych tworza ciag geometryczny o ilorazie 1/16 i
pierwszym wyrazie 1/16. Przy tym
11 1 1
T EtET T
Suma danego w zadaniu szeregu jest wiec rowna
2 1 11
3715 15
Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 11/15.

486. Rozstrzygnac¢ zbieznosé szeregu

8nk+/n—4
Z 8nt—3n3+5

n=1

w zaleznosci od parametru naturalnego k.

Rozwigzanie:
Szacujemy dany w zadaniu szereg od gory

\/8nk Vn—4 V8nF4+nkF—0 3 1
8n4 3n3+5 \EQSn&—&#+0'_5§:n4kﬂ‘
Ostatni szereg Jest zblezny, gdy 4—k/2>1, czyli k<6. Zatem na mocy kryterium po-

rownawczego wyjsciowy szereg jest zbiezny dla k < 5.
Szacowanie z dotu prowadzi do

\/8n’“ Vn—4 Z\/8nk+0_4nk* 2 i 1

&# 305 © 2= 8t 0458 13k
Ostatni szereg Jest rozblezny, gdy 4—k/2<1, czyli k>6. Zatem na mocy kryterium
poréwnawczego wyjsciowy szereg jest rozbiezny dla k > 6.

n=1

Odpowiedz: Szereg jest zbiezny dla k <5, a rozbiezny dla k > 6

487. Rozstrzygnaé zbieznosé szeregow

i n’“—l—l ora i nk+1+1
= n"+1 = n’+1

dla tak dobranej wartosci parametru naturalnego k, ze doktadnie jeden z tych szeregdéw
jest zbiezny.
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Rozwigzanie:
Przyjmiemy k=11 i zastosujemy kryterium poréwnawcze, szacujac pierwszy szereg od
gbry, a drugi od dotu.

X Vnl+1 & vnlt+3nl! > 1
pPRAUSRIES ol LS S RSN

— n+1 = n"+0 = nd/?

> vn2+1 S V240 1T

n+1 =~ T4t _27271

+00
Odpowiedz: Dla k=11 pierwszy szereg jest zbiezny, a drugi rozbiezny.

488. Podac przyktad takiego szeregu zbieznego Y a, o wyrazach nieujemnych i sumie
n=1

rownej 1, ze dla nieskonczenie wielu liczb naturalnych n zachodzi rownosé a,, = —.
vn
Rozwigzanie:

1
Wystarczy przyjac¢ a, = — dlan e {4’C ckeN } oraz a, =0 dla pozostalych n.
n

NG

o0
489. Podac¢ przyktad takiego szeregu zbieznego > a,, o wyrazach dodatnich, ze szereg
n=1

5 [
n=1 n
jest rozbiezny.

Rozwigzanie:

1
Wystarczy przyja¢ a; =0 oraz a, = ———— dlan>1.
n(lnn)?

490. Rozstrzygnaé¢ zbieznos¢ szeregu
< (3n)!-a”

D

n=1
w zaleznosci od parametru rzeczywistego dodatniego a. Dla jednej wartosci a mozna nie
udzieli¢ odpowiedzi.

nl-n2n

Rozwigzanie:
Stosujac kryterium d’Alemberta otrzymujemy

(3n+3)!-a™t! nl-n*  (Bn+1)-(3n+2)-(3n+3)-a 27a
H

(n+ 1)l (n+ 122 (3n)l-a" (14 1)" (s 1)? ¢’
skad wynika, ze szereg jest zbiezny, gdy
27a e?

?<1, CZyli CL<277

oraz rozbiezny, gdy

27a >1 li > e
—_— CzVlil a — .
e2 ’ Y 27
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491. Rozstrzygna¢ zbieznosé szeregu

f: (6{) |

Rozwigzanie:

()

n "

Oznaczmy a,, =

Stosujac kryterium d’Alemberta otrzymujemy

t (0F) 6 (Bnt3)l6ment(20)
a, 671 (?m)_<n+1)!.(2n+2)!.6n+1,(3n)!

(3n)!-(3n+1)-(3n+2)- (3n+3)-6"-n!- (2n)!
nl-(n+1)-(2n)!-(2n+1)-(2n+2)-671-(3n)!
_ (Bn+1)-(3n+2)-(3n+3) _)§_9>1
 (n+1)-(2n+1)-(2n+2)-6 24 8~

Zatem na mocy kryterium d’Alemberta dany w zadaniu szereg jest rozbiezny.

492. Rozstrzygnac¢ zbieznos¢ szeregu

§(7)

Rozwigzanie:
3n
n

n

Oznaczmy a,, =
Stosujac kryterium d’Alemberta otrzymujemy

Apt1 (3::13) o (B3n+3)!-7"-n!-(2n)!

a, Tl (3:) (n+D)!-(2n+2)!- 70 (3n)!

~ (Bn)!-(Bn+1)-(3n+2)-(3n+3)-7"-n!-(2n)!

S nl-(n+1)-(2n)!-(2n4+1) - (2n+2) -7t (3n)!
_ Bn+1)-(Bnt2)-GBnt3) 27
C(n+1)-2n+1)-(2n+2)-7 28

Zatem na mocy kryterium d’Alemberta dany w zadaniu szereg jest zbiezny.

493. Rozstrzygnad zbieznosé szeregu

0 (!)1000
n2
n=1 2
Rozwigzanie:
Zastosujemy kryterium d’Alemberta. Oznaczmy
(n)1000
n— on?
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Woéwcezas (szereg ma wyrazy dodatnie, wiec nie musimy pisa¢ modutu)

i1 ((n+1)!)1000 2n2 B (n+1)1000
a, T on?fongl (n!)1000 T 921

=b,.

Poniewaz trudno jest okresli¢, do czego dazy b, przy n — oo, stosujemy kryterium
d’Alemberta do ciagu (b,). Otrzymujemy
boii  (n42)1000 g2+l 1 /m+2\1000 q1000 1
by, T w3 '(n+1)1000:4.(n—|—1> Ty g
Z kryterium d’Alemberta w wersji dla ciagéw wynika, ze skoro granica

b, 1
lim = —~ <1

n—to b, 4

istnieje i jest mniejsza od 1, to ciag (b,) jest zbiezny do zera.
Tym samym
Qp,
lim 7 =0 <1

n—oo a/’fl

&)
i na mocy kryterium d’Alemberta w wersji dla szeregéw, szereg > a,, jest zbiezny.
n=1

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg jest zbiezny.

494. Cgzy szereg Zn” jest zbiezny dla p=3—log,k, gdzie

n=1
a) k=8; N
b) k=12; N
c) k=16; N
d) k=20; T
495. Cazy szereg Y (—1)"n? jest zbiezny dla p=3—log,k, gdzie
n=1
a) k=8; N
b) k=12; T
c) k=16; T
d) k=20; T
496. Czy podany szereg jest zbiezny
> 1
a) Z TAK b) 237 NIE
)n
TAK d
)Z\/n+ \/n+ )ZWW

)n
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o= (—1D)™/n+-2 X /n+2
NIE NIE
l)nzl Vn+3 J),;3n+3
(=1)"/n2+ 9N > 1/n2+9
k 1 NIE
) Z —s ) s

497. W kazdym z ponizszych 16 pytan w miejscu kropek postaw jedng z liter Z, R, N:

Z - jest Zbiezny (tzn. musi by¢ zbiezny)

R - jest Rozbiezny (tzn. musi by¢ rozbiezny)

N - moze by¢ zbiezny lub rozbiezny (tzn. Nie wiadomo, czasem jest zbiezny, a czasem
rozbiezny)

Wiadomo, ze szereg Y a, jest zbiezny, szereg Y b, jest rozbiezny, ciag (c,) jest

zbiezny, ciag (d,) jest ro;gileZny. Co mozna WYWHiOSTi{:(')lW&é o zbiezno$ci
a) ciagu (a,) Z b) szeregu icn N
n=1
c) ciagu (b,) N d) szeregu idn R
n=1
e) ciagu (a,+b,) N f) szeregu i(an—l—bn) R
n=1
g) ciagu (c,+d,) R h) szeregu i(cn—kdn) R
n=1
i) ciagu (a,+c,) Z j) szeregu i(an—kcn) N
n=1
k) ciagu (a,+d,) R 1) szeregu i(an—kdn) R
n=1
m) ciagu (b, +¢,) N n) szeregu i(bn—kcn) N
n=1
o) ciagu (b,+d,) N p) szeregu i(bn—kdn) N
n=1

W kazdym z czterech kolejnych zadan udziel szesciu odpowiedzi TAK /NIE.

498. Czy szereg an jest zbiezny, jezeli

n=1
a) k=-3/2 TAK b) k=3/2 NIE
c) k=—1 NIE d) k=1 NIE
e) k=—1/2 NIE f) k=1/2 NIE
499. Czy szereg an jest zbiezny, jezeli

k=1
a) n=-3/2 NIE b) n=3/2 NIE
c) n=—1 NIE d) n=1 NIE
e)n=-1/2 TAK fyn=1/2 TAK
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500. Czy szereg Zk” jest zbiezny, jezeli
n=1

a) k=-3/2 NIE

c) k=—1 NIE

e) k=—1/2 TAK

501. Czy szereg » (—1)"-n" jest zbieiny, jezeli

n=1
a) k=-3/2 TAK
c) k=—1 TAK
e) k=—1/2 TAK
502. Czy podany szereg jest zbiezny

a) i(\/ﬂ—5)" NIE
c) i(\/ﬂ—7)" TAK
e) i_o:

1

NIE
vn—+1

o0

k) Y

n=1

Analiza Matematyczna 1A, zima 2013/14

b) k=3/2 NIE
d) k=1 NIE
f) k=1/2 TAK

b) k=3/2 NIE
d) k=1 NIE
f) k=1/2 NIE

b) i(\/ﬂ—ﬁ)" TAK
d) i(\/ﬂ—g)" NIE

o1
f NIE
)
0
h) Y —— TAK
) &

) () NIE

1)Z<n”) TAK
n=1

W kazdym z czterech kolejnych zadan udziel siedmiu niezaleznych odpowiedzi:
Z - jest Zbiezny (tzn. musi by¢ zbiezny, a przy tym szereg spetniajacy podany warunek

istnieje)

R - jest Rozbiezny (tzn. musi byé¢ rozbiezny, a przy tym szereg speniajacy podany

warunek istnieje)

N - moze by¢ zbiezny lub rozbiezny (tzn. Nie wiadomo, czasem jest zbiezny, a czasem

rozbiezny)

X - nie istnieje szereg spetniajacy podany warunek

oo
Co mozna wywnioskowaé¢ o zbieznosci szeregu Zan, jezeli wiadomo, ze jego wyrazy

n—

1

sa rozne od zera, a ponadto ciag jego wyrazéw (a,) spelia podany warunek

503. nli_}rgoan =g, gdzie

a) g=-3 R b) g=—1R
d) g=0N e) g=1/3 R
504. lim 22+ =g, gdzie
n—oo q.
a)g=—-3R b) g=—1N
d) g=0%Z e)g=1/3Z
Lista 7 (rozwigzania i odpowiedzi)
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c) g=—1/37Z
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505. lim n =g, gdzie
a)g=—-317Z b) g=—1N c)g=—-1/3R
d) g=0R e)g=1/3R f)g=1N g) g=317Z
506. lim | | =g, gdzie
a) g=-3X b) g=-1X ) g=-1/3X
d) g=0Z e)g=1/3Z f) g=1N g) g=3R

507. Czy podany szereg jest zbiezny
5n?+11 * Tn?+11

)27 2+13 .(=1)" NIE b) 3
c) 2_:1 d) 3 ——(-1)" NIE

508. Czy podany szereg jest zbiezny

-(~1)" NIE

5%+ 11 n? 411
TE TE
2) Z7n2+13 b) Z5n2+13
1
c) 27 NIE d) Zﬁ NIE
n=1

509. W kazdym z ponizszych 9 pytan w miejscu kropek postaw jedna z liter Z, R, N:
Z - jest Zbiezny (tzn. musi by¢ zbiezny)

R - jest Rozbiezny (tzn. musi by¢ rozbiezny)

N - moze by¢ zbiezny lub rozbiezny (tzn. Nie wiadomo, czasem jest zbiezny, a czasem

rozbiezny)

Wiadomo, ze szereg Zan jest zbiezny. Co mozna wywnioskowac o zbieznosci szeregu

n=1

a) Z|an| N b) Z(—l)"-an N
n=1 n
) > (ant1—ay) Z d) > (agwrl —ai) Z
n=1 n
e) > la,—1| R £) > (e, +(-1)") R
n=1
g) Y2 R h) Y log, (a2 +2) R
i) Y \Ja2+1R
n=1
510. W kazdym z ponizszych 6 pytan w miejscu kropek wpisz liczbe rzeczywista lub
postaw jedng z liter Z, R, N:
Liczba S - podany szereg jest zbiezny i jego suma musi by¢ rowna S
Z - jest Zbiezny (tzn. musi by¢ zbiezny), ale na podstawie podanych informacji nie
mozna wyznaczy¢ jego sumy

R - jest Rozbiezny (tzn. musi by¢ rozbiezny)
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N - moze by¢ zbiezny lub rozbiezny (tzn. Nie wiadomo, czasem jest zbiezny, a czasem
rozbiezny)

[e.9]

Wiadomo, ze szereg Zan jest zbiezny, jego suma jest rowna 10, a pierwszy wyraz
n=1
jest rowny 3. Co mozna wywnioskowaé o zbieznosci ponizszego szeregu i o jego sumie

2) iz “R

b) g(al—l—an): R
c) nijjl(al.an) ~ 30

d) i (g1 — ) = —3
&) 3 (031 -02) = -9

f) Z (20m+1 —20n) = 7

L, > (=)™ (3n—4)-(3n—1
511. Rozstrzygnac zbieznos$¢ szeregu Z sl 3 ) )
ot n3—n
Rozwigzanie:
Szereg jest zbiezny. Aby to udowodnié, skorzystamy z kryterium Leibniza o szeregach
naprzemiennych.
W tym celu musimy zweryfikowa¢ prawdziwos¢ trzech zatozen tego kryterium.

1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne - oczywiste.

2° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw jest zbiezny do zera.
Sprawdzamy to nastepujaco:
(Bn—4)-Bn-1) _ . (3- ) (3-1)-L 3.3.0

lim = lim = =0.
n—00 nd—n n—00 — 1-0

3° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw jest nierosnacy.
Ten warunek jest najmniej oczywisty. Aby go udowodnié, powinnismy wykazaé, ze
dla dowolnej liczby naturalnej n > 2 zachodzi nieréwnosé
(B3n—4)-3n—1) _ (3n—1)-(3n+2)
T (nt1)P—(nt1)

n3—n
czyli po zastosowaniu tozsamosci
P —r=(r—1)-2-(v+1)
dla z=n oraz r=n+1
(B3n—4)-(3n—1) _ (3n—1)-(3n+2)
(n—1)-n-(n+1) " n-(n+1)-(n+2)’
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co kolejno jest réwnowazne nieréwnosciom

3n—4>3n+2
n—17~ n-+2
(Bn—4)-(n+2)>(3n+2)-(n—1)
3n?+6n—4n—8>3n*>—3n+2n—2
3n?+2n—8>3n>—n—2
3n>6
nz=2.

Zatem dowodzona nierownos¢ jest prawdziwa dla wszystkich liczb naturalnych n > 2.
W konsekwencji szereg dany w tresci zadania jest zbiezny na mocy kryterium Leibniza
o szeregach naprzemiennych.

512. Rozstrzygnaé, czy szereg

; +9900
jest zbiezny.
Rozwigzanie:
Udowodnimy zbieznosé¢ szeregu korzystajac z kryterium Leibniza o szeregach naprze-
miennych.

W tym celu trzeba wykaza¢ spetnianie trzech warunkow:

1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne.
Jest to oczywiste.

2° Cigg wartosci bezwzglednych wyrazéw jest zbiezny do zera.

L 0

n
lim — " — lim 2 — (.
o2 £9900 e 1+ 200 T 140

3° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw jest nierosnacy.
W tym celu trzeba udowodni¢ nieréwnosé
n S n+1
n249900 ~ (n+1)24+9900
Przeksztatcajac powyzsza nieréwnosé otrzymujemy kolejno:
n-(n?+2n+9901) > (n+1)- (n?+9900) ,
n®+2n°+9901n > n® +n®+9900n + 9900 ,
9900,

99-100.

n2+n

\VARRY

n-(n+1)

Poniewaz prawa strona powyzszej nieréwnosci jest stata, a lewa rosnie wraz z n, a ponadto
dla n =99 zachodzi rownos¢, widzimy, ze nieréwnos¢ jest prawdziwa dla n > 99.
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Oznacza to, ze dany w zadaniu szereg nie spetnia zatozen kryterium Leibniza, ale
spetnia je szereg Z m, ktory wobec tego jest zbiezny. Poniewaz zbieznos¢ szeregu

nie zalezy od zmlany lub pominigcia skoniczenie wielu wyrazéw, zbiezny jest takze szereg
dany w tresci zadania.

513. Wsrdd ponizszych szesciu szeregow wskaz szereg zbiezny, a nast¢pnie udowodnij
jego zbieznosc¢. Jeéli potraﬁsz podaj jego sume.
"(n+1) > (=1)"(2n%+1) > )*(2n—1)
Z (B) > Z —2
— 7n+10 T dnftn — n +n
© (—1)"(n? +1) © (=1)"(3n2+1) < (—1)"(2n—1)
E AV St 4
; 2n? + (E) Z Z 2011n+2012

n=1

Rozwigzanie:

Szeregiem zbieznym jest szereg (C).
Aby to udowodnié, skorzystamy z kryterium Leibniza o szeregach naprzemiennych.
W tym celu musimy zweryfikowaé prawdziwos$é trzech zatozen tego kryterium.

1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne - oczywiste.

2° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw jest zbiezny do zera.
Sprawdzamy to nastepujaco:

2 1 2__ 1 _
im 2P e 020

n=oon24n n*w1+i 1+0

3° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw jest nierosnacy.
Ten warunek jest najmniej oczywisty. Aby go udowodni¢, powinnismy wykazac, ze
dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé
2n—1 2n+1

n(n+1) > (n+1)(n+2)’

czyli

2n—1 S 2n+1 7
n n-+2

co kolejno jest réwnowazne nieréwnos$ciom

2n—1)(n+2)> (2n+1)n
2n*+3n—2>2n+n
2n > 2
nzl1,

a to jest prawdziwe dla wszystkich liczb naturalnych n.
Zatem na mocy kryterium Leibniza o szeregach naprzemiennych szereg (C) jest zbiez-

ny.
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W celu obliczenia sumy szeregu (C) rozktadamy jego wyrazy na utamki proste:
2n—1 2n—1 A B

n?+n :n(n+1) :E—i_n—i-l
2n—1=A(n+1)+Bn

n—1=An+A-+Bn
2=A+B, —-1=A
A=-1, B=3.

Wykorzystujemy otrzymany rozktad do roztozenia szeregu na sume dwoéch szeregow
przypominajacych szereg anharmoniczny.

iHW%—U:§<—<—1>"+3-<—1>">:§< G P e

2
n=1 ns+n n=1 n 7’L+1 n=1 n n=1

W drugim szeregu zmieniamy numeracje¢ podstawiajac k=n+1

- (o 32 - i(_zwﬂ.((i(_im)q):41n2—3.

n+1

n=1 n=1 k=1
W ostatniej rownosci skorzystahsmy ze znajomosci sumy szeregu anharmonicznego:
o0 _1 n+1
s EUT
n=1

Odpowiedz: Suma szeregu (C) jest réwna 4In2 — 3.

514. Dowies¢, ze szereg
i (=)™ n-(n+1)
= (2n+1)-(2n+3)-(2n+5)

jest zbiezny, ale nie jest bezwzglednie zbiezny.

Rozwigzanie:
Aby udowodnié¢ zbieznos¢ szeregu, stosujemy kryterium Leibniza o szeregach naprze-
miennych.

W tym celu trzeba wykazaé spelnianie trzech warunkow:

1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne.

Jest to oczywiste.

2° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw jest zbiezny do zera.

_ n-(n41) . L(1+1) 0-1
lim = lim = =0.
n— (2n+1)-(2n+3)-(2n+5) n—oo (2+%) . (2+%) . (2+%> 2:2:2
3° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw jest nierosnacy.
W tym celu trzeba udowodni¢ nieréwnosé

n-(n+1) (n+1)-(n+2)
(2n+1)-(2n+3)-2n+5) " (2n+3)-(2n+5)-(2n+7)"
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Przeksztatcajac powyzsza nieréwnosé otrzymujemy kolejno:
n (n+2)
>
(2n+1) " (2n+7)
n-2n+7)> (n+2)-(2n+1)
2n’+7n > 2n% 4+ 5n+2
2n > 2

nzl,

co jest prawdziwe dla kazdej liczby naturalnej n.

W celu udowodnienia, ze szereg wartosci bezwzglednych jest rozbiezny, stosujemy
ktyterium porownawcze:

. 1 > . 0 1 &1
Z n-(n+1) Z n-(n+0) Z — 400,
(2n+1)- (2n+3)-(2n+5 (2n+n)- (2n+3n)-(2n+5n) 105 = n

n:l n:l

515. Rozstrzygnaé zbieznos$é¢ szeregu
i (3n"—2n+4)-(—1)"
5n? — 3n8 41000

n=1

Rozwigzanie:
Skorzystamy z kryterlum zbieznosci bezwzgl@dnej
Jezeli szereg Z |a,| jest zbiezny, to szereg Z a, jest zbiezny.
=1 n=1

Szacujac od gory szereg
(3n"—2n+4)-(—-1)"
nz::l 5n? —3n8 41000
i korzystajac z kryterium poréwnawczego stwierdzamy, ze szereg
> | (3n"—2n+4)-(—1)"
nzz:l 5n? —3n8+1000

jest zbiezny, a co za tym idzie, zbiezny jest takze szereg dany w tredci zadania.

> 3n"—2n+4 X 3T —0+4n" T 1
,;5n9—3n8+1000 ;5n9—3n9+0 3277 ST

n 1

Uwaga:

Kryterium Leibniza o szeregach naprzemiennych w tym zadaniu jest praktycznie bez-
uzyteczne, chociaz na upartego mozna rozwigza¢ zadanie z uzyciem tego kryterium.
Wymaga to jednak duzej dojrzatosci rachunkowej, gdyz trzeba zapanowaé¢ nad dosyc
skomplikowanymi nieréwno$ciami.

516. Rozstrzygnaé zbieznos¢ szeregu
i 3n® —2n+4
= 5n% —3n%+1000
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Rozwigzanie:
Szacujac wyrazy szeregu od dohu otrzymujemy
> 3n®-2n+4 > 3n®—2n8+0 1 &1
> = -— = .
;5n9—3n8+1000 ,;15n9—0+1000n9 1005,;71 o

Stad na mocy kryterium poréwnawczego dany w zadaniu szereg jest rozbiezny.

517. Poda¢ przyktad takiego ciagu (a,), ze szeregi > a, i 3 a sa zbiezne, a szereg
n=1 n=1

(&S]
4 . . .
21 a,, jest rozbiezny.
n=

Rozwigzanie:
Niech

Woéowcezas szereg
o0 —1)"
> an= 1 )
n=1 n=1 \/ﬁ

jest zbiezny na mocy kryterium Leibniza o szeregach naprzemiennych, gdyz wartosci
bezwzgledne jego wyrazéw |a,|=1/+/n tworza ciag malejacy zbiezny do zera, a przy
tym kolejne wyrazy maja rézne znaki.

Ponadto szereg

M8

Sa=3t
n=1 " n:ln
jest rozbiezny jako szereg harmoniczny, natomiast szereg
S-S
a, =>» —r>
n=1 " n=1 n3/2
o0
jest zbiezny, gdyz szeregi postaci né:l% sa zbiezne dla p > 1.

518. Poda¢ przyktad takiego szeregu zbieznego > a, o sumie réwnej 4, ze dla nie-
n=1
1

T

skonczenie wielu liczb naturalnych n zachodzi réwnosé a,, =

Rozwigzanie:
Jednym z prostszych przyktadow jest szereg okreslony wzorami
a)p = 4
oraz
1 1
Aon = —J—) Won41 = — 4 =—
2 1 on 2n+1 4 o
dlan>1.
Wowcezas

0 1 1 1 1 1 1
=44 — bt ——— —— 4.
2 R A A AR
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519. Podac¢ przyktad takiego szeregu zbieznego ioj a,, ze dla dowolnej liczby natu-
n=1

ralnej n > 2 wyraz a,, jest dodatni, a ponadto

a,=1 oraz Y |a,|=13.
n=1 n=1

Rozwigzanie:

Gdyby szereg > a, mial wszystkie wyrazy nieujemne, zachodzitaby rownosé
n=1

&9 9
Zan - Z |an| )
n=1 n=1

co przeczy warunkom zadania. Stad wynika, ze wyraz a; jest ujemny jako jedyny, ktorego
dodatnios¢ nie jest wymuszona zatozeniami podanymi w tresci zadania.

o0
Niech S = Y a,. Wowczas
n=2

Zan:al—l—S
n=1
oraz -
Z|an| :_a1+57
n=1
skad
{ CLl—|—Sz 1
—a +S =13 s
co prowadzi do a; = —6 oraz S =71.

To pozwala opisa¢ wszystkie szeregi spelniajace warunki zadania: pierwszy wyraz
musi by¢ rowny —6, a pozostale wyrazy musza by¢ dodanie i mie¢ sume 7. Jednak
polecenie zadania wymaga podania przyktadu, wiec w rozwiazaniu musimy wskazac jakis
konkretny szereg.

Wychodzac od rownosci

— 1 1
—2n 2
otrzymujemy
> 14
> 5 =T,
n=2 2
. 14
co pozwala przyjaé¢ a; = —6 oraz a, = on dla n > 2.

Odpowiedz: Przyktadem szeregu spetniajacego warunki zadania jest szereg
[e.e]
Y an,
n=1

gdzie
14
ap=—6 oraz an:2—n dla n>2.
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W kazdym z 5 kolejnych zadan udziel czterech niezaleznych odpowiedzi:
Z - jest Zbiezny (tzn. musi by¢ zbiezny)
R - jest Rozbiezny (tzn. musi by¢ rozbiezny)
N - moze by¢ zbiezny lub rozbiezny (tzn. Nie wiadomo, czasem jest zbiezny, a czasem
rozbiezny)

520. Ciag (a,) liczb rzeczywistych dodatnich jest zbiezny do liczby rzeczywistej g.

Co mozna wywnioskowaé¢ o zbieznosci szeregu Zan, jezeli wiadomo, ze

n=1
a)g=0N b) 0<g<1R
c)g=1R d)l<gR
521. O ciagu (a,) liczb rzeczywistych dodatnich wiadomo, ze ciag (CMH) jest zbiezny
Qn
do liczby rzeczywistej g. Co mozna wywnioskowaé o zbieznosci szeregu Zan, jezeli
n=1
wiadomo, ze
a)g=07Z b)0<g<1Z
c)g=1N d)1<gR
522. O ciagu (a,,) liczb rzeczywistych dodatnich wiadomo, ze ciag < n ) jest zbiezny
An+41
do liczby rzeczywistej g. Co mozna wywnioskowaé o zbieznosci szeregu Zan, jezeli
n=1
wiadomo, ze
a)g=0R b) 0<g<1R
c)g=1N d) 1<gZ

523. Ciag (ay) liczb rzeczywistych dodatnich jest zbiezny do liczby rzeczywistej g.

Co mozna wywnioskowac¢ o zbieznosci ciagu (an+1 ), jezeli wiadomo, ze
a)g=0N b) 0<g<1Z
c)g=17 d) 1<gZ
oo

524. O ciagu (a,) liczb rzeczywistych wiadomo, ze szereg Zan jest zbiezny i jego
n=1
suma jest liczba rzeczywista g. Co mozna wywnioskowaé o zbieznosci ciagu (a,,), jezeli

wiadomo, ze

a)g=07Z b)0<g<1Z
c)g=17 d) 1<gZ
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