Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1A, zima 2013/14

Cwiczenia 17.12.2013: zad. 525-547 Cwiczenia 14.01.2014: zad. 554-588
Konwersatorium, wyktad: zad. 548-553 oraz 589-604

Kolokwium nr 10 — 7.01.2014 (wtorek, 13:15-14:00): material z zad. 1-547 oraz 657-658
Kolokwium nr 11 — 13.01.2014 (poniedziatek, 13:15-14:00): material z zad. 1-553 oraz 651-658
Kolokwium nr 12 — 20.01.2014 (poniedzialek, 13:15-14:00): material z zad. 1-658

Funkcje. Granica i cigglos¢.

Uwaga: Zapis sgn(x) oznacza znak liczby x:
sgn(x)=1dlaz>0

sgn(z)=0dlaz=0

sgn(z)=—-1dlaz<0

Uwaga: Zapis {z} oznacza czes¢ utamkowa liczby x.
{z} =z —[z], gdzie [x] oznacza czesé¢ catkowita liczby x.

Naszkicowaé wykres funkcji f danej wzorem
525. sgn(sinr) 526. {z}—({z})?

0 dla <0

x dla 0<z<1
527. flw)= —2?+4r—2 dla 1<z<3

4—z dla. >3
- x dla z#2 zt—1 1

528. f(x)= {sgn(m) dla 7 —9 529. o 530. {7}
531. sgn(z®—x) 532. z3sgn(r) 533. Hx—i—ﬂ —x‘
534. (x) |22 —1| — |22 —4] 535. f(z)=]|2*—8z+15|
536. f(z)=2*+2+2— |22 —x—2| 537. f(x)={cosx}
538. f(x)=|[2arctgz] 539. f(z)=2{sinz}—{2sinz}

540. f(z)=[z]+z 541 f(z)={z}+a 542. f(x)=|[|z—1]

Wskazaé taka liczbe M, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x zachodzi nieréwnosé

|f(x)|<M
20t 4+ 1322+ 7 Srt4a?+42 .
543. =————  544. =——— 545, ="
f(@) St + 242 f(@) 204+ 1322 +7 flw)=e
T 1000
546. f(x):rl_i_g 547. f(x):Tm

548. Wskaza¢ odpowiednie liczby wymierne dodatnie C' oraz d, a nastepnie udowod-
nic¢, ze
Va-cl<

ze(27— 5 27+6) 1000 °

549. Wskaza¢ odpowiednia liczbe wymierng dodatnia C'; a nastepnie udowodni¢, ze
dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé

[f (@)= FI<C-le—yl,
gdzie f(x)=+ax2+2011.
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Dla podanej funkcji f wyprowadzi¢ oszacowanie postaci

|f(@) = f(zo)| <C-0
prawdziwe dla dowolnego 0 > 0 oraz dowolnych z, xy € D spetniajacych warunek
|z — 20| < 0.

550. f(z)=+/z, Dy=[1,400) 551. f(z)=v2?+1, D;=R

1
552. f(r)= 5. Dy=R  553. f(x)=2’, D;=[-10,5]
x
Obliczy¢ nastepujace granice:
1 8
554. iin%(x_7— 2—6x—7> 555. ilinxsmf 556. glciir(l)e_l/x2
3z —2 ~3 2_6a+5
557. lim V" 558. lim 559. lim ©— 1>
r—8 I — x—3 -+ z—5 x—5
1 3 22008 _1 8x3—1
i 0 1. lim— o
560 xin%(1—a; 1—x3> 561 lm -~y 562 I a1
3432242 - — 12—
563. lim o T2 geq i T TYT 565, g P DV2TT
a——2 12—1—6 =0 /T z—1 r?2—1
T—+/T T T Inx
566. i 567. lim ———— 568. lim ———— 569. li
2to0 L+ /T N i N -0+ 1+ Inz
eS| 217 41 21/ 1
70 I oy STE M oy ST M on

573. Dla ktorych wartosci parametrow a, b funkcja f okreslona wzorem
arx+b dla r<l
flx)=4 2* dla 1<x<?2
ar—>b dla 2<zx
jest ciagta? Naszkicowaé wykres funkcji f dla kazdej pary parametrow (a,b), dla ktérych
funkcja f jest ciggta.

574. Dla ktorych wartoséci parametrow a, b funkcja f okreslona wzorem
x dla r<l
f(x)=K2*+ar+b dla 1<x<?2
x+3 dla 2<zx
jest ciagta? Naszkicowaé wykres funkcji f dla kazdej pary parametrow (a,b), dla ktérych
funkcja f jest ciggta.
Do podanych f, xq i € dobra¢ takie 9, aby

v |f(x) = flxo)| <e

z€(xo—9,x0+9)
575. f(z)=2x, xo=5,e=1/10 576. f(z)=1/x, xg=4, e=1/100
577. f(x)=2% x9=1,e=1/50 578. f(x)=2a> 20=0, e=1/1000
579. f(r)=+/z, 10=30,e=1/10 580. f(z)=21* 20=10,e=10"1
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Wyznaczy¢ asymptoty funkcji f okreslonej wzorem
581. f(a;):\/x2+x+1+g 582. f(zx)= 23 +a2 583. f(z)
584. f(z)=log,(2*+8%)

341

- $2+5x~|—4+|x|

Do podanych f, xy i € dobraé¢ takie k € N (dowolne, nie musi by¢ najmniejsze), aby
przy 6 =107% spetniony by} warunek

v |[f(x) = flxo)| <e

z€(20—8,20+0)

585. f(z)=1z" 20=2,e=1/10 586. f(z)=x'" 2=5,=10"1°
587. f(z) =2 2,=10, e=10'" (tak, do plus setnej)
588. f(z) =210 2o=1111,e=10"°

OszUsTWO 589. (przyktad funkcji nieciggtej): Funkcja f(z) =22 jest nieciggla.

Dowad: Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Zaktadajac, ze funkcja f jest ciggla, wez-
my w definicji Cauchy’ego ciggtosci e =1. Wtedy istnieje takie 6 >0, ze dla y spetniaja-
cych nieréwnosé |y —z| < zachodzi |22 —y?| < 1.

Jednak ta ostatnia nieréwno$¢ nie zawsze jest prawdziwa, gdyz dla x > % iy= x+g
otrzymujemy |z% —1y?| =z + % > 1.

O

OszusTwo 590. Niech f,g:[0,1] — R beda takimi funkcjami ciggtymi, ze f(0) =25,
f(1)=17,9(0)=8, g(1)=4. Wtedy istnieje takie c€ (0,1) , ze f(c)=g(c).

Dowdd: Z wtasnosci Darboux funkcji ciagtych zastosowanej do funkcji f wynika, ze
dla pewnego c € (0,1) mamy f(c)=6. Podobnie, stosujac whasnos¢ Darboux do funkcji
g otrzymujemy g(c) =6. A zatem f(c)=g(c), co nalezato dowiesé.

Wskazac¢ bltad w powyzszym rozumowaniu i poda¢ poprawny dowdd.

591. Dowies¢, ze réwnanie
2100090 19 = (1,000001)*

ma co najmniej jedno rozwiazanie rzeczywiste. Wskaza¢ konkretny (by¢ moze niepo-
trzebnie duzy) przedzial, w ktérym znajduje sie rozwiazanie.

592. Dla ktorych liczb
ne {2, 4,10, 20, 50, 100, 200, 500, 1000, 10°, 10'°, 103°, 101, 101000}
wykres funkcji
fla)=2°
przecina wykres funkcji
g(z)=a"+4,

jezeli za jednostke na osiach przyjmiemy 1 cm. Przyja¢ promien wszech$wiata réwny
10%® cm. Punkty przeciecia wykreséw lezace w innych wszechéwiatach nas nie interesuja.

Jak zmieni si¢ odpowiedz, gdy wykonamy rysunek biorac za jednostke na osiach sred-
nice atomu (107® cm) lub érednice jadra atomowego (10713 c¢m)?
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593. Dowies¢, ze réwnanie
x? =2572 - cosx

ma co najmniej 10 rozwiazan rzeczywistych.

594. Dowies¢, ze rOwnanie
x? = 2572 cos (xg)

ma wiecej niz 1000 rozwigzan rzeczywistych.

Twierdzenie o trzech funkcjach: Jezeli funkcje f, g, h sa okreslone w otoczeniu
punktu xy € [—00,+00] (moga nie by¢ okreslone w samym zg), a przy tym

flz) <g(z) <h(z)
dla z bliskich z¢, to z istnienia i rownosci granic funkcji f oraz h w punkcie xy wynika
Jim g(x) = lim f(z)= lim h(z).
To samo stosuje si¢ do granic jednostronnych.
Obliczy¢ granice
595. gr&ow

Korzystajac ze zbieznosci

596. lir%x- {1/:171000} (uwaga: cze$¢ utamkowa)

. 1\*
lim (1 + > =e
r——+00 €x

obliczy¢
22+ 1\V Tr24+5x+1

597. lim <1—|—> 598. lim <1—|— )

T—+00 €T T—+00

z 1\V® 1\*

599. 600. lim <1+) 601. lim <1+>

x~>+00 +1)* =400 T T—+00 NG
602. IEIJPOO ) , gdzie CEEI}:IOOf(x) =

603. lim

T—-+00

/\/-\/‘\

(z+1)® 1 (z+1)=+1
) 604. lim (1+)
x$

T——+00
Zadania do samodzielnego rozwigzania.

W kazdym z siedmiu ponizszych zadan podaj warto$¢ granicy funkeji (liczba rzeczy-
wista) lub granicy niewtasciwej (+oo lub —c0).
Whpisz literke R, jesli nie istnieje granica ani granica niewlasciwa.

1 3x+2
605. lim (1—1—) = .
X

T——+00

1 V3z+2
606. lim (l—l—) = ...
x

T—-+00
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608. lim

609. lim
610. lim

) 1\*
611. lim (1+) = ...
x

612. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem
fx)=a{x}?+b{x}* +c{z}+d,
gdzie {z} oznacza czes¢ utamkowa liczby .
W kazdym z podpunktow uzupetnij brakujaca liczbe tak, aby funkcja f zdefiniowana

powyzszym wzorem byta ciagta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze liczba o zadanej wtasnosci
nie istnieje.

a) a=....... , b=2 ¢=3, d=4

b)a=1, b=.... , ¢c=3, d=4

c)a=1, b=2, c=... , d=4

d)a=1, b=2, ¢c=3, d=......

613. Podac¢ wartosci granic

a) lim arctgr= ....... b) lirglarctgx: .......
c) lim arctgr= ... d) limarctgr = .......
) z——1/V/3 & ) z—0 &

e) lim arctgr= ....... f) lim arctgr= .......
) Jim arctg ) [lim arctg

614. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem
f(z)=a-Al" —p.Blz}
gdzie {z} oznacza cze$¢ utamkows liczby z, a wyrazenia {x} wystepuja w wyktadnikach
poteg.
W kazdym z podpunktow uzupeiij brakujaca liczbe rzeczywista dodatnig tak, aby
funkcja f zdefiniowana powyzszym wzorem byta ciagta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze
liczba rzeczywista dodatnia o zadanej wtasnosci nie istnieje.

a) a=....... , A=6, b=5, B=5
b)a=2 A=... , b=3, B=5
c)a=2, A=6, b=...... , B=3
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d)a=2, A=4, b=3,

615. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem

ar’+br+c dla x<0
dr+e
ax’+br+c dla

()

1<z

Analiza Matematyczna 1A, zima 2013/14

dla 0<z<1

W kazdym z podpunktow uzupelnij brakujace liczby rzeczywiste tak, aby funkcja
f zdefiniowana powyzszym wzorem byta ciagta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze liczby

rzeczywiste o zadanej wtasnosci nie istnieja.

a)a=1, b=2, ¢=3, d=...... AT

b)a=1, b=2, c=.. , d=4, e=....

c)a=1, b=.... , C=a. , d=4, e=5

d)a=....... , b=T7, ¢=8, d=9, e=....

e)a=6, b=7, c=.... , d=....... , e=10

f) a=6, b=.... , ¢=8, d=9, e=.......

616. Czy funkcja f: R — R okreglona wzorem f(z) =[x +1logya] — [x] jest ciagla, jezeli
a)a=1....

c) a=6 .......

617. Czy funkcja f:R — R okreslona wzorem f(x)=[z+a]— [x+b] jest ciagta, jezeli

a)a=1/2, b=3/2
c)a=1/4, b=3/4

618. Czy funkcja f okreslona wzorem

|22 —25] dla z<a
f(z)= 24 dla a<z<b
|#2—25] dla  b<=x
jest ciagla, jezeli

a)a=-7, b=-5 ...

c)a=-5, b=-3....

e)a=-3, b=-1....

g)a=-1, b=1....

619. Podac¢ wartosci granic
a) Jim log 52 =
c) limlog g7 5 =
e) lim log /7 5=

T——+00

620. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem

fx)=a- {22} +b-{22}* +c- {a},
gdzie {y} oznacza czes¢ utamkowa liczby y.
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b) a=1/3, b=-2/3
d) a=1/5 b=-9/5

b) a=-7, b=-1 ...
d) a=-5, b=-1....
f) a=-3, b=1....
h)a=-1, b=3 ...

b) Jim logya7c% =
d) limlog(, 7 ¢ =
f) hm lOg(\/B*'?iG)Q;:

T—+00
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W kazdym z podpunktéw uzupehij brakujace liczby rzeczywiste tak, aby funkcja f
zdefiniowana powyzszym wzorem byta ciagta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze liczby rze-
czywiste o zadanej wtasnosci nie istnieja.

a)a=1, b=.... , C=...
b)a=...... , b=2 c=....
c)a=..... , b=...... , ¢=3
d)a=2, b=.... , C=..
e)a=..... , b=3, c=....
f) a=...... ., b=....... , ¢=5H

621. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem
1
F(x)=a- {20} +b- {20+ 1} +c- {x} +d- {x+2} ,

gdzie {y} oznacza czesé utamkowa liczby y.

W kazdym z podpunktéw uzupetnij brakujace liczby rzeczywiste tak, aby funkcja f
zdefiniowana powyzszym wzorem byta ciagta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze liczby rze-
czywiste o zadanej wtasnosci nie istnieja.

a)a=1, b=2, c=.... , d=...
b) a=....... , b=2, ¢=3, d=......
c)a=..... , b=...... , ¢=3, d=4
d)a=2, b=3, c=.... , d=.......
e)a=..... , b=3, ¢=6, d=.....
f)a=...... , b=... , ¢c=6, d=6

622. Poda¢ wszystkie trzy pary parametréw (a,b), dla ktérych funkcja f:R—R

okres$lona wzorem
r dla r<a

flx)=32% dla a<x<b
x dla b<z

jest ciggla.

623. Poda¢ wszystkie sze$¢ par parametréw (a, b), dla ktérych funkcja f:R—R
okreslona wzorem

6 dla z<a
flz)={|z2—=10z+15| dla a<z<b
6 dla b<z
jest ciagta.
a=....... , b=...... a=....... , b=......
a=....... , b=...... a=...... , b=......
4= ... , b=...... a= ... , b=......
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W kazdym z osiemnastu ponizszych zadan podaj wartosé granicy funkeji (liczba rze-
czywista) lub granicy niewtasciwej (400 lub —00).

Whpisz literke R, jedli nie istnieje granica ani granica niewlasciwa.

Przypomnienie: Zapis {y} oznacza cze$¢ utamkowsq liczby y.

624.

625.

626.

627.

628.

629.

630.

631.

632.

633.

634.

635.

636.

637.

Lista 8

lim {logz}= ......

r—16—

lim {logyx}= .......

r—16

lim {logg}= .......
lim {logg}

lim {loggz}= .......

r—16

. 2\*
lim (1 + ) = ..
r——+00 x

z—64 T — 064
r—64

m = ...
x—>64\/§—8
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638. lim 227" = ...

639. lim 2% = ...

z—0t

1/x
640. lim 2% = ...

z—0~

1/z
641. lim 2% = ...

T—+00

W kazdym z dziewieciu ponizszych zadan podaj warto$é granicy ciagu (liczba rzeczy-

wista) lub granicy niewtasciwej (+oo lub —o0).

Whpisz literke R, jesli granica nie istnieje (tzn. gdy ciag wystepujacy pod znakiem

granicy jest rozbiezny, ale nie jest to rozbiezno$¢ do +oo ani do —o0).

1
642. lim 22008
n—oo  log,n

643. lim (logy(n+8)—logyn) = ...
644. lim log,(n+8)= ...

1 1
645. lim 0867t _
n—oo lOan

646. T}L@}O(logQ(8n+ 1)—logyn)= .......
647. lim log,(8n+1)= ...

log, (n® + 1
648, Jim 220" D
n—co  logyn

649. 71113)10 (log2 (n8 + 1) —1og2n) = ...
650. nli_)rgologn <n8 + 1) = ...

651. Dana jest funkcja f:IR — R okreslona wzorem
flz)= Va2 +16.

Dowies¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé

[z~
@)=l < =~
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652. Dana jest funkcja f:IR — R okreslona wzorem

fla)=Vat+1.

Dowieéé¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé

[z —yl
(@) = f)l < ==

653. Dana jest funkcja f:IR — R okreslona wzorem

flz)= Va2 +108.

Dowieéé¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé

[z -yl
@) = FWI< 00

654. Udowodni¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y zachodzi nieréwnosé

[f(2) = fw) <[z -yl
gdzie f(z)=+x?+37.

1
655. Niech funkcja f:[8, o) — R bedzie dana wzorem f(z)=—.
T
Zdanie Z: Dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y € [8, 00) zachodzi nieréwnosé

[f(2) = f)<C-lz—yl.
a) Dowies¢, ze zdanie Z jest prawdziwe dla C'=1/60.
b) Dowiesé, ze zdanie Z jest falszywe dla C'=1/80.

656. Dla funkcji f: (0, 00) — R okre§lonej podanym wzorem wskaza¢ odpowiednie
liczby rzeczywiste dodatnie x, y i udowodni¢ nieréwnosé

|f(x) = f(y)| > 100z —y].
a) f(x)=

b) f(r) ="

657. Dobra¢ odpowiednig liczbe wymierng dodatnig C' i udowodnié¢, ze dla dowolnej
liczby rzeczywistej dodatniej x zachodza nieréwnosci

8r+7
C<——F—<6-C.
5r++/x+8

658. Dobra¢ odpowiednia liczbe wymierna dodatnia C' i udowodni¢, ze dla dowolnej
liczby rzeczywistej x zachodza nieréwnosci

1825 +192% +20
C< <10-C'.
212642022419

Rozwiazania zadan 605—658 znajduja si¢ na lidcie 8r.
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