Jarostaw Wroblewsk: Matematyka Elementarna, zima 2013/14

Podzielnosé, cechy podzielnosci, liczby pierwsze, najwiekszy
wspolny dzielnik, najmniejsza wspolna wielokrotnoscé.

W dniu 3 pazdziernika 2013 r. omawiamy test kwalifikacyjny.

Uwaga: Przyjmujemy, ze 0 nie jest liczba naturalna, tzn. liczby naturalne sa to liczby
catkowite dodatnie.

Koteczkiem oznaczone sg proste ¢wiczenia lub zadania podobne do wcezesniejszych
zadan — bez wyraznej prosby studentoéw nie beda omawiane na zajeciach poza grupa

MEQ.

Gwiazdka oznaczone sa zadania trudniejsze lub wykraczajace poza zasadnicza czed¢
materiatu - ich znajomos¢ moze by¢ potrzebna dla uzyskania wyzszych ocen.

1. Dane sa liczby naturalne m, n. Woéwczas dla dowolnej liczby naturalnej k, liczba &
jest podzielna jednoczesnie przez m oraz n wtedy i tylko wtedy, gdy jest podzielna przez

Ponadto, jezeli ... , to dla dowolnej liczby naturalnej k,
liczba k jest podzielna jednoczesnie przez m oraz n wtedy i tylko wtedy, gdy jest po-
dzielna przez mn.

22 W liczbie 372000000175 wpisa¢ w miejsce obu znakéw zapytania taka sama cyfre
tak, aby otrzymac liczbe podzielng przez 75. Podaé wszystkie rozwigzania.

32 W liczbie 312000000177 wpisa¢ w miejsce znakéw zapytania takie cyfry (moga by¢
rézne), aby otrzymac liczbe dajaca przy dzieleniu przez 72 reszte 5. Podaé wszystkie
rozwigzania.

4. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne d, dla ktérych prawdziwa jest nastepujaca
cecha podzielno$ci przez d:
Dla dowolnej liczby naturalnej k, liczba k jest podzielna przez d wtedy i tylko wtedy,
gdy liczba utworzona przez dwie ostatnie cyfry liczby k jest podzielna przez d.

5. Jakie reszty moze dawac kwadrat liczby catkowitej przy dzieleniu przez 37 Przez 87
Przez 57

6. Jakie reszty moze dawac szescian liczby catkowitej przy dzieleniu przez 77 Przez 97
7. Wyznaczy¢ wszytskie liczby naturalne n > 1, dla ktérych liczba n? — 1 jest pierwsza.
8. Wyznaczy¢ wszytskie liczby pierwsze p, dla ktérych liczba 3p+1 jest pierwsza.

9. Wyznaczy¢ wszytskie liczby pierwsze p, dla ktérych liczba p? 42 jest pierwsza.
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10. Czy istnieja liczby naturalne m, n spetniajace réwnanie

6" =12""7

11. Cgzy istniejg liczby naturalne m, n, k spelniajace rownanie

6" 12" =187

12. Czy istnieja liczby naturalne m, n, k spelniajace réwnanie

18™.24™ = 12%?

13. Wskaza¢ takie liczby naturalne m, n, ze

m3nd —9l1.37.513
142 Ktoéra liczba jest wicksza, 223- 1810 czy 121737 ?
152 Ile zer koncowych ma liczba 33! 7
16. Ile zer koncowych ma liczba 1000! ?

17. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne d o nastepujacej wlasnosci: Dla dowolnych
liczb naturalnych m, n, jezeli iloczyn mn jest podzielny przez 7, to co najmniej jedna z
liczb m, n jest podzielna przez d.

18. To samo z liczbg 24 zamiast 7.
192 Obliczy¢ NWD(24!, 2424).
20° Obliczy¢é NWW (1212, 181%).

21. Dowie$¢, ze liczba naturalna o sumie cyfr réwnej 47 nie moze by¢ ani kwadratem,
ani szedcianem liczby catkowite;j.

22. Dowiesé, ze dla dowolnej liczby naturalnej n liczba n? —n jest parzysta, liczba
n® —n jest podzielna przez 6, a liczba n® —n jest podzielna przez 30.

Wskazéwka: n° —n=(n—2)(n—1)n(n+1)(n+2)+cos.

232 Niech a=2%-37-59 b=26.311.55 ¢=210.33.72,
Obliczy¢ NWD(a,b,c) oraz NWW (a,b,c).

24° Niech a =24-37.6%, h=26.311.45 ¢—=210.33.102.
Obliczy¢ NWD(a,b,c) oraz NWW(a,b,c).

25% Na wyspach Bergamutach podobno jest kot w butach i podobno uzywaja tam
tylko liczb naturalnych dajacych przy dzieleniu przez 3 reszte 1. To ograniczenie nie
pozwala na wykonywanie dodawania, ale mnozenie nie sprawia ktopotu. Mozna tez bez
problemu mowi¢ o podzielnosci liczb. Liczba 4 jest uwazana za liczbe pierwsza, bo oprocz
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11 4 nie ma zadnego innego dzielnika spos$rod liczb uzywanych na Bergamutach. Ktore
sposréd liczb mniejszych od 30 sa na Bergamutach uwazane za pierwsze, a ktore za
ztozone? Czy na Bergamutach prawdziwe jest twierdzenie o jednoznacznosci rozktadu
na czynniki pierwsze?

Czy na Bergamutach prawdziwa jest nastepujaca charakteryzacja wspolnych dzielni-
kéw liczb m i n:
Liczba d jest wspolnym dzielnikiem liczb m i n wtedy i tylko wtedy, gdy d jest dzielnikiem
liczby NWD(m, n).

Czy na Bergamutach prawdziwa jest nastepujaca charakteryzacja wspolnych wielo-
krotnosci liczb m i n:
Liczba w jest wspolng wielokrotnoscig liczb m i n wtedy i tylko wtedy, gdy w jest wie-
lokrotnoscia liczby NWW (m, n).

Czy na Bergamutach prawdziwe sa wzory:
a) (NWD(m, n))> =NWD(m?, n?)
b) NWD(a, b, ¢c) =NWD(NWD(a, b), c)

26. Potaczy¢ podane warunki w grupy warunkow rownowaznych dla dowolnej liczby
naturalnej n.
a) liczba n jest nieparzysta
b) liczba n jest wzglednie pierwsza z 6
c) jedna z liczb n—1, n+1 jest podzielna przez 4
d) jedna z liczb n—1, n+1 jest podzielna przez 6
e) jedna z liczb n—1, n+1 jest podzielna przez 8
f) liczba n?—1 jest podzielna przez 4
g) liczba n?—1 jest podzielna przez 8
h) liczba n?—1 jest podzielna przez 12
i) liczba n?—1 jest podzielna przez 16
j) liczba n?—1 jest podzielna przez 24

27. Dowies¢, ze w ciagu 1, 2, 4, 8, 16, 23, 28, ..., w ktorym kazdy kolejny wyraz
powstaje z poprzedniego przez dodanie sumy cyfr, nie wystepuje liczba 2013.

28. Niech n!ll=n(n—2)(n—4)... bedzie iloczynem liczb naturalnych nie wigkszych od
n i bedacych tej samej parzystosci, co n. Ile zer koncowych maja liczby 34!! oraz 35!! 7

292 Obliczy¢
a) NWD(25467891437 10%3)
b) NWD(47285136413, 259)
c) NWD(100000008%%, 1216)
d) NWD(100000011%4, 3003%)
e) NWD(2000000043t, 242%)
f) NWD(18465210275%, 107)
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g) NWD(7771428426328% 1437)

h) NWD(1122334455666%°, 4437)

i) NWD(12468945716272%, 1417, 330%3)
j) NWD(1352263965789126*, 26'9, 3922)

30. Wskaza¢ najmniejsza (o ile taka w ogdle istnieje) liczbe naturalng k, dla ktorej
podane wynikanie jest prawdziwe dla dowolnych liczb naturalnych m, n i (ewentualnie) r.
a) 3*|mn = (33|mVv 33n)

b) 5%|mn = (5%mV57|n)

c) ™ |mnr = (75|m Vv 73|nVv 7'3|r)
d) 4*|mnr = (45\m Vv 43|n Vv 4'2|r)
e) 6%|mnr = (65/mV63|nVv62|r)

31. Uporzadkowa¢ podane liczby w kolejnosci rosnace;j

a=90-60"
b=15%-120"
c=27.30"
d=60"
e=40°-45°
f=725-51

g=>51.500002

32. Pani napisata na tablicy pewna liczbe naturalng. Troje uczniéw spostrzeglo i
wypowiedziato pewne wlasnosci napisanej liczby. Niestety, tylko dwéch uczniéow podato
wlasnosci poprawne, a trzeci uczen sie pomylit. Ktory uczen popetnit btad?

Wersja I
Pankracy: Napisana liczba jest kwadratem liczby catkowite;j.

Serwacy: Suma cyfr napisanej liczby jest rowna 38.
Bonifacy: Napisana liczba przy dzieleniu przez 9 daje reszte 2.

Wersja 11
Pankracy: Napisana liczba jest kwadratem liczby catkowite;j.

Serwacy: Suma cyfr napisanej liczby jest rowna 32.
Bonifacy: Napisana liczba przy dzieleniu przez 9 daje reszte 7.

Wersja II1
Pankracy: Napisana liczba jest kwadratem liczby catkowite;j.

Serwacy: Suma cyfr napisanej liczby jest réwna 19.
Bonifacy: Napisana liczba przy dzieleniu przez 9 daje reszte 3.

Wersja IV
Pankracy: Napisana liczba jest kwadratem liczby catkowite;j.

Serwacy: Suma cyfr napisanej liczby jest réwna 2004.
Bonifacy: Napisana liczba konczy sie cyframi 2005.
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Wersja V
Pankracy: Napisana liczba jest szeScianem liczby catkowitej.
Serwacy: Napisana liczba konczy sie cyframi 444.
Bonifacy: Napisana liczba jest nieparzysta.

Wersja VI
Pankracy: Napisana liczba jest szeScianem liczby catkowitej.
Serwacy: Napisana liczba konczy si¢ cyframi 2222.
Bonifacy: Suma cyfr napisanej liczby jest réwna 43.

33. W miejsce kropek wstawi¢ najwieksza/najmniejsza (cokolwiek jest sensowne)
liczbe, przy ktoérej podana implikacja jest prawdziwa dla dowolnej liczby naturalnej n

a) 24n*=....... n?
b) 18|n®=........ n?
c) 60[n° = ........ In®
d) n*|24=n?|........
e) n’|10! =n?|........
f) 54|n* = ... n?
g) n°[12°=n|........
h) 88n''= ... |n

Zadania powtérkowe do kolokwium nr 1 (21 pazdziernika 2013)

Uwaga: To sg zadania do samodzielnej powtorki - na zajeciach rozwiazemy tylko
czes¢ zadan z tej listy. Prosze umie¢ wskazac¢ zadania, ktore wymagaja omowienia.

Kolokwium bedzie zaktadalo umiejetno$é¢ rozwigzania zadan 1-73 oraz umiejetnosé
samodzielnego myslenia.

34. Dla dowolnej liczby naturalnej n liczba n? jest podzielna przez 6 wtedy i tylko
wtedy, gdy liczba n? jest podzielna przez d. Czy powyzsze zdanie jest prawdziwe dla

a) d=4;
b) d=36;
c) d=12;
d) d=247

35. Sposrod dowolnych k réznych liczb naturalnych mozna wybraé takie 3 rézne
liczby a, b, c, ze obie liczby a—b oraz b—c sa podzielne przez n. Czy powyzsze zdanie jest
prawdziwe dla

a) k=9, n=>5;
b) k=30,n=15;
c) k=11, n="7;

d) k=21, n=107
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2

36. Czy podang liczbe mozna przedstawié¢ w postaci m?-n?, gdzie m, n sg liczbami

naturalnymi
a) 6-87;

2

37. Czy podang liczbe mozna przedstawié¢ w postaci m?-n?, gdzie m, n sg liczbami

naturalnymi
a) (10M)1°.17;
b) (131)*-11;
c) (11Ht.15;
d) (121)12.137?

38. Czy istnieje taka liczba naturalna n, ze
a) n*=49.3%.61%;
b) n®=49.3%.6'2;
C) n 49 328 612
d) n*=49.3%.6127

39. Czy podana liczba jest podzielna przez 2!
a) 6256544265423562514™ ;
b) 1547578087823541024° ;
c) ATT77247245432274100% ;
d) 8759859808595634036°0 ?

40. Niech S(n) oznacza sume cyfr liczby n. Czy dla dowolnej liczby naturalnej n
liczba n—S(n) jest podzielna przez

a) 3;
b) 9;
) 4;
) 57

41. Czy dla dowolnych liczb naturalnych a, b
a) liczba NWW(a,b) jest podzielna przez NWD(a,b) ;
b) liczba NWW(a,b) jest podzielna przez b;
¢) liczba NWD(a,b) jest podzielna przez NWW(a,b) ;
d) liczba NWD(a,b) jest podzielna przez a ?

Q. o
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42. Cgzy dla dowolnej liczby pierwszej p > 10 podana liczba jest podzielna przez 3

43. Czy istnieje liczba naturalna, ktérej kwadrat
a) ma sume cyfr réwna 12;
b) jest zakonczony cyframi ...222;
¢) ma sume cyfr rowna 13;

d) ma sume cyfr réwng 147

44. Czy istnieje taka liczba pierwsza p, ze
a) liczba p+23 jest pierwsza;
b) liczba p+29 jest pierwsza;
c¢) liczba p+25 jest pierwsza;
d) liczba p+27 jest pierwsza?

45. Czy NWW(a,b,c) = abc, jezeli
a) a=3,b=5,¢c="7;
) a=3,b=20, c=25;
c) a=3,b=6, c=8;
d) a=3,b=9,c=157

o

46. Dla dowolnej liczby naturalnej n, liczba n? jest podzielna przez a wtedy i tylko
wtedy, gdy jest podzielna przez b. Czy powyzsze zdanie jest prawdziwe dla

a) a=6,b=18;
b) a=48,b=24;
c) a=12,b=>54;
d) a=24, b=367

47. Czy podana liczba jest podzielna przez 6%
a) 400000000000000000000000324 ;
b) 70000000000000000000000038%4 :
c) 20000000000000000000000004* ;
d) 10000000000000000000000014% ?
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48. Dowolna liczba naturalna daje przy dzieleniu przez d taka sama reszte, jaka daje
przy dzieleniu przez d jej koncoéwka 3-cyfrowa. Czy powyzsze zdanie jest prawdziwe dla

a) d=12;
b) d=40;
c) d=16;
d) d=257

49. Czy istnieje taka liczba pierwsza p, ze liczbag pierwsza jest réwniez liczba
a) p°+2;
b) p?+26;

50. Dla dowolnych liczb naturalnych m, n, jezeli liczba m™ (m do potegi n) jest
podzielna przez d, to co najmniej jedna z liczb m, n jest podzielna przez d. Czy powyzsze
zdanie jest prawdziwe dla

a) d=9;
b) d=12;
c) d=10;
d) d=117

51. Dla dowolnych liczb naturalnych k, m, n, jezeli iloczyn kmn jest podzielny przez
d?, to co najmniej jedna z liczb k, m, n jest podzielna przez d. Czy powyzsze zdanie jest
prawdziwe dla

a) d=8;
b) d=11;
c) d=9;
d) d=107

52. Czy o liczbie m™, gdzie m, n sg liczbami catkowitymi dodatnimi, mozemy wy-
wnioskowad, ze jest ona kwadratem liczby naturalnej, jezeli wiemy, ze

a) liczba m jest kwadratem liczby naturalnej;
b) liczba n jest parzysta;
c¢) liczba n jest kwadratem liczby naturalne;j ;

d) liczba m jest parzysta ?
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53. Czy o liczbie m™, gdzie m, n sa liczbami catkowitymi dodatnimi, mozemy wy-
wnioskowac, ze jest ona liczba parzysta, jezeli wiemy, ze

a) liczba m jest kwadratem liczby naturalne;j ;
b) liczba n jest parzysta;
c¢) liczba n jest kwadratem liczby naturalne;j;

d) liczba m jest parzysta ?

54. Czy istnieja takie liczby catkowite dodatnie m, n, ze
a) n=2-NWD(m,n) oraz m=3-NWD(m,n);
b) n=10-NWD(m,n) oraz m=21-NWD(m,n);
¢) n=4-NWD(m,n) oraz m=6-NWD(m,n);
d) n=6-NWD(m,n) oraz m=15-NWD(m,n)?

55. Czy istnieja takie liczby catkowite dodatnie m, n, ze
a) NWW(m,n)=2-n=3-m;
) NWW(m n)=10-n=21-m;
)
)

o
2,

o

) NWW(m,n
) NWW(m,n

=4-n=6-m;

o,
Z

=6-n=15-m?7

56. Czy dla dowolnej liczby pierwszej p > 2011 podana liczba jest podzielna przez 3
a) p?+2015;
b) p*+2018;
c) p*+2016;
d) p*+20177?

57. Czy dla dowolnej liczby pierwszej p > 2011 podana liczba jest niepodzielna
przez 5

a) p*+2015;
b) p?+2018;
¢) p>+2016;
d) p?+2017°7

58. Czy podana liczba jest czwarta potega liczby calkowitej
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59. Iloczym mn liczb naturalnych m, n jest podzielny przez 2°-33. Czy stad wynika,
ze co najmniej jedna z liczb m, n jest podzielna przez

60. Tloczym kmn liczb naturalnych k, m, n jest podzielny przez 2°-33. Czy stad
wynika, ze co najmniej jeden z iloczynéw km, mn, nk jest podzielny przez

61. Czy istnieje liczba naturalna o sumie cyfr (w zapisie dziesietnym) réwnej 2013,
podzielna przez

63. Dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich m, n, jezeli iloczyn mn jest podzielny
przez d, to co najmniej jeden z czynnikéw m, n jest podzielny przez d. Czy powyzsze
zdanie jest prawdziwe, jezeli

a) d=26;
b) d=32;
c) d=2T7;
d) d=317
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64. Dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich m, n, jezeli iloczyn mn jest podzielny

przez d?, to co najmniej jeden z czynnikéw m, n jest podzielny przez d. Czy powyzsze

zdanie jest prawdziwe, jezeli
a) d=26;

b) d=32;

c) d=27;

d) d=317

65. Podaé¢ najwickszy wspoélny dzielnik i najmniejsza wspdlna wielokrotnosé liczb

aib

a) a=12'8 h=1812

b) a=111,b=12,

) a= 420 615 b= 415 620
d) a b=11

¢}

66. Poda¢ najwigkszy wspolny dzielnik liczb
a) NWD(527140148, 218) =.......coocvvvvrrn..,

b) NWD(112233448, 22446688'3) =............ccocovv....,

c) NWD(80000025%, 30™3) =.....ccceoirirrnnnn.

d) NWD(48520000178, 1011, 21M4) =......cooccvvovrnn.

67. Poda¢ NWD i NWW

a) NWD(60%, 90%) =........ccoccovvrrn.....

b) NWW(11332266 22661133) = ...
¢) NWW(60%,90%) =.........cocovvrrr.....

d) NWD(11332266 22661133) = _....................

68. Podac¢ liczbe zer koncowych danej liczby

~—

a
b
¢
d

_ —
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69. Dana jest liczba naturalna n. Niech D bedzie zbiorem wszystkich dzielnikow
naturalnych liczby n, a W zbiorem jej wszystkich wielokrotnosci. Napisz, czemu jest
réwna podana liczba (mozesz tez napisaé nie istnieje, jesli uwazasz, ze podana liczba nie
istnieje).

a) Najwiekszy wspélny dzielnik wszystkich liczb ze zbioru D ...,
b) Najmniejsza wspolna wielokrotnosé wszystkich liczb ze zbioru W ...

¢) Najmniejsza wspélna wielokrotno$é wszystkich liczb ze zbioru D ..o,

d) Najwiekszy wspélny dzielnik wszystkich liczb ze zbioru W ...

70. Dla podanej liczby naturalnej n wskazac liczbe naturalng
d <100, ktora jest dzielnikiem liczby n, a ponadto jest liczbg ztozona. Liczba n jest
dziesieciocyfrowa, w jej zapisie dziesietnym wystepuje 7 zer.
a) n=1000000017, d=....ccccceerrrrrrrrrnn..
b) n=1000000028, d=....ccccceerrrrerrn..
¢) n=1000000038, d=.....cccoeverrurrrn...

d) n=1000000065, d=....cccceeevrerrrrrrn..

71. Dla podanej liczby naturalnej n wskaza¢ najwiekszg liczbe naturalng &, dla ktérej
liczba n jest podzielna przez 12F.

a) n=8%-97 k=
b) n=16%18"%, k=i
) n=16%-9°, K=o

72. Podac¢ najwiekszy wspélny dzielnik i najmiejsza wspolng wielokrotnosé liczb
a) NWD(140!, 210!) =...ccccevviieis
b) NWW (125!, 145!, 150!) =....cooiiiiiine
c¢) NWW(140!, 210!) =...ooviiiirieee
d) NWD(125!, 145!, 1501) = ..o,

73. Podac¢ najwickszy wspoélny dzielnik liczb
a) NWD(30!,31%) =..cccecveieirernnn.
b) NWD(33!,34%) =...ccooiiiiiirie,
c) NWD(31!,32%) =..ccccvoviiiairnnn.
d) NWD(32!,33%) =..cccovvieienrnnn,
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