Jarostaw Wroblewsk: Matematyka Elementarna, zima 2013/14

Wzory skr6conego mnozenia, procenty, postep arytmetyczny
i geometryczny. Wartos¢ bezwzgledna, potegowanie i pierwiast-
kowanie - rozwigzywanie ré6wnan i nieré6wnosci. Szacowanie wy-
razen.

W dniu 23/24 pazdziernika 2013 r. omawiamy kolokwium nr 1.

74 Dowies¢, ze iloczyn dowolnych czterech kolejnych liczb naturalnych powickszony
o jeden jest kwadratem liczby caltkowite;j.

75% Uporzadkowaé podane liczby w kolejnosci rosnacej. Nie uzywaé kalkulatoral!!

a=3
b=1/7+10
c=1/5+2v6
d=+/10
e=v2+V3
f=1/5+3v2
769 Uprosci¢ wyrazenia
1
a ———+2V6
) 5-2v6
6
b) (1-v2)
C) (222007 N 1) . (222007 —"_ 1)
d) (3669 _ 1) . (9669 43669 1 1)
22007_|_ 1
e) —_—
20669 41

77. Uzupemhic¢ wzory skréconego mnozenia. Kropki wystepujace po lewej stronie réw-
nosci zastapi¢ pojedynczym znakiem.
a)’ (z+2)7*=2*+...
b) a®*+0*=(a+b)-...

i)? (a+b)?=a*+3...
) at) =t~
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k)’ (a—b)5=a®—...
1) a"—=b"=(a—0)-...
m) a"+b"=(a+0b)-... - dla ktérych n ?
n) a"—b"=(a+>b)-... - dla ktérych n ?

Uwaga: Przyjmujemy, ze w postepie geometrycznym wszystkie wyrazy sa rozne od ze-
ra.

78. Drugi, pigty i dziesiaty wyraz pewnego postepu arytmetycznego tworzg postep
geometryczny trojwyrazowy. Jaki jest iloraz tego postepu geometrycznego?

799 Obliczy¢ 1+2+4+7+8+10+13+14+16+ 19+ ...+ 1003,
gdzie réznice miedzy kolejnymi sktadnikami tworzg ciag okresowy
1,2,3,1,2,3,1,2,3,...

80% Obliczy¢
I L
2 3 4 8 9 16 27 32 7 2187’

gdzie w mianownikach znajduja si¢ potegi dwojki i trojki ustawione rosnaco.

81. Dla ktoérych liczb naturalnych n > 3 prawdziwe jest nastepujace twierdzenie?
W dowolnym postepie arytmetycznym n-wyrazowym o sumie 0 co najmniej jeden z wy-
razow jest rowny 0.

82. Rozwiaza¢ nieréwnosci
a) Vr+2vzr—2<va2—1
b) Va?+427>2x
1

c) v*> =~

=8

d) 2° >~

x
e) x(a:2+8x8) <x<x2+x8)
) Vi —4— 22 < 2?7 +2007
g) V22 +2007 < V322 +1999

1

h) [[[[[lz] =1 =1[=1[=1]-1]< 3
i) Va2 —224+1+Va2 —4r+4< Va2 + 20 +1+V22—82+16
§) |o? =25 <24
k) (245 + (2 +5)° < (3z+1)*"+ (3 +1)°
l) (x2+1)m+2<(x2+1)x2
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83Y Ktora z liczb jest wicksza
a) 123456123458 czy 1234577
b) 1000! czy 1000
c) 1000! czy 100%°
d) 1000! czy (500!)

) 2007\ 2" 2007\ °
®)\ 666 Y\ 666

1 7667 1 7666

P) 33331 1 66667 ¥ 33331
) 2007\ (2007
D\ 666 | Y\ 667
2007 2008
r) czy
666 666
N 2007\ (2007
1666) ¥ \1667

0 2007\ (2008
1666 Y\ 1666

u czy V3746
) ,/—_ V3
\Y% czy 12

) \/3?{—6 ~

1
A"\ C
) 756 T
x) V/37—6 czy 10
1

666
y) (ﬁ—G) czy 100100
9 27/8 27 9/4

2 (3) e (%)
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84. Czy w dowolnym 10-wyrazowym postepie arytmetycznym
ai, as, as, ..., a1g zachodzi réwnosé

a) a1+a10:a3+a7;

o

) az+ag=2ag;

o

) as+ag=uas+ag;

[

) CZ3+&8:2(I5?

85. Czy prawdziwa jest nierownosé

1 1 1 1 1 D

) gtotor Tyttt tam <

1 1 1 1 1 1 4

d — < —7
)4+16+64+256+ +4k+ +444 11

86. Suma wyrazéw dowolnego postepu arytmetycznego n-wyrazowego, o wyrazach
bedacych liczbami naturalnymi, jest podzielna przez n. Czy powyzsze zdanie jest praw-
dziwe dla

a) n=2008;
b) n=2011;
c) n=2009;
d) n=20107
87. Poda¢ zbiér rozwiazan nieréwnosci

) 000 00T e

X
) IlOOl < ZL’2008

o &

) 1001

o

[

) :L.IOOO < 12008

a) \:c Al B e
D) 24322 i
C) =3 K o
d) |z—3|< \x A e

89. Podaé zbiér rozwiazan nieréwnosci
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90. Wskaza¢ dowolny dzielnik pierwszy podanej liczby
a) 13174+6Y

91. Czy podane liczby tworza (z zachowaniem kolejnosci) trojwyrazowy postep aryt-

metyczny

1
a) 5+2v6, 5, 5+%v%;
b)8+3v7,8,8+5v7;
c) 6+4v2, 6, 6+%v§;
d) 7+4v3, 7, ?IZQE?

92. Czy podane liczby tworza (z zachowaniem kolejnosci) trojwyrazowy postep geo-
metryczny

a) 5+2v6, 1, 5—-2V6;
b) 8437, 1, 8—3V7;
c) 6+4v2, 1, 6—4/2;
d) 7T4+4v3, 1, 7—4V37?

93. W dowolnym n-wyrazowym postepie arytmetycznym o sumie wyrazow rownej n,
k-ty wyraz jest rowny 1. Dla podanego n wskazaé takie k, aby powyzsze zdanie byto
prawdziwe. Jesli uwazasz, ze takiego k nie ma, napisz: nie istnieje.

a) n=5, k=
b) n=15, k=i
) =8, k=i
d) n=11, k=i

94. Czy dla dowolnych réznych liczb catkowitych dodatnich a, b, podana liczba jest

podzielna przez a—b
a) 2013 4 p2013
2014 __ 32014 .
b) a®t* —p=1%;
c) 2013 2013,

d) a2014+62014?
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95. Czy dla dowolnych réznych liczb catkowitych dodatnich a, b, podana liczba jest

podzielna przez a+0b
a) 20134 p2013
2014 __ 12014 .
b) @' —p=01*;
c) @013 — p2013.

d) a2014+b2014 ?

96. Czy réownosé Va2 =z jest prawdziwa dla z =n", jezeli
a) n=5222_ 33,
b) n=d47i 7222,
C) m=3%2_ 23,
d) n=35M11_-6227

97. Czy nieréwnoséé¢ 299 < 2013

a) n= 5222 _ 3333 .
b) n = 47111 _ 7222 .
C) n—= 3222 o 2333 .

d) n= 35111 _6222 ?

jest prawdziwa dla z =n", jezeli

98. Dany jest rosnacy n-wyrazowy postep arytmetyczny
(a1, as, as, ay, as, ..., ap)
o wyrazach rzeczywistych. Niech
N=a1+as+as+...
oraz

P:a2+a4+a6—|—...

beda sumami wyrazéw o indeksach (numerach) odpowiednio nieparzystych i parzystych.
Czy stad wynika, ze N < P, jezeli

a) n=2010;
b) n=2013;
c) n=2011;
d) n=20127
99. Cgzy przy tych samych oznaczeniach mozna wnioskowaé, ze N > P, jezeli
a) n=2014;
b) n=2017;
c) n=2015;
d) n=20167
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100. Podac¢ zbiér rozwigzan nieréwnosci, zapisujac go w postaci przedziatu lub sumy
przedziatow

a) 1< |2 =1 <2 i
D) 1< (B=4) <8 oo
C) LT —2] <3 e,
A) 1< (Z=3)2 <4 oo,

101. Dla podanych n, k, wskazac¢ takie m >k, aby prawdziwa byta rownosé

20) ()=
k—1 k m
Jesli uwazasz, ze takiego m nie ma, napisz: nie istnieje.
a) n=1000, k=200, Mm=.ccceriirrrinr...

b) n=2013, k=500, Mm=...cccccevirrirrnn..

c) n=1500, k=300, Mm=.cccccmnirrrrrann..

d) n=2000, k=400, 1M =rrciicrrerrcrrerrrrr..

Lista powtdorkowa do kolokwium nr 2 (18 listopada 2013)

Uwaga: To sg zadania do samodzielnej powtorki - na zajeciach rozwiazemy tylko
czes¢ zadan z tej listy.

Prosze umieé¢ wskaza¢ zadania, ktére wymagaja omdwienia.

Kolokwium bedzie zaktadato umiejetno$¢ rozwiazania zadan 1-128 oraz umiejetnoscé
samodzielnego myslenia.

102. Obliczy¢ sumy postepéw (ciagéw) arytmetycznych i geometrycznych.
a) 1+2+3+...+n
b) 3+445+...+n
c) 1+24+4+...42"
d) 1+3+9+...4+3%07
e) 2" 43-2n 14 32.0n 2 43"
f) 3+15+22+..4+103
g) 4+6-+9+..+ L5
h) 1-5+i—§5+. +5m
i) 74+9+11+134...+(6n+1)
j) 5+154+25+354+454+55+65+...4+ (100n+55).
k) 5+8+11+14+...+101
1) —17—13—-9—...499
m) 27+81+243+...+3%
n) 1+v2+2+2y2+4+ ... 42"
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103. Czy rownosé
(a+b)* = a®+2a*b+2ab* 4 b*
jest prawdziwa dla
a) a=0,b=2007;
b) a=2007, b=2008;
¢) a=-2007,b=0;
d) a=2007, b=-20077

104. Cgzy rownosé v a2 =x jest prawdziwa dla
a) o= 218 43,
b) = 16112 o 2448 .
C) 1 =43 g2,

d) T = 8224 _ 16112 7

105. Czy dla dowolnego postepu geometrycznego tréjwyrazowego aq, as, a3 podany
nizej ciag jest postepem geometrycznym
a) a1+7, as+7, az+7;
b) Vai, Jaz, /as;
c) Tay, Tag, Tag;

7 7 7
) Gy, Ay, a’3?

(oW

106. Czy istnieja dwie liczby naturalne, ktorych najwiekszy wspolny dzielnik stano-
wi p% ich najmniejszej wspdlnej wielokrotnosci, jezeli

a) p=20;
b) p=50;
c) p=30;
d) p=407

107. Czy réwnosé
at bt =a* +4a®b+6a20* + 4ab® + b*

jest prawdziwa dla

a) a=2,b=2;
b) a=2,b=5/2;
c) a=3,b=2;

d) a=3,b=3/27
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108. Czy prawdziwa jest réwnosé

2
b) 3-(7)=2-(%);
0 ()= (3)
d) 3-(167):2-(177)?

110. Czy prawdziwa jest nieréwnosc¢

1

53l < — -

2) <10
1

b) VAT-T<

1
V26-5< —;
c) 6 5<1O,

1
d) 7—\/E<§?

111. Czy prawdziwa jest nieréwnosc¢
a) 2v2<3;
b) 4v2<5;
¢) 3V3<5;
d) 5v5<117?

112. 3-ci, 4-ty i 6-ty wyraz postepu arytmetycznego tworza (w tej kolejnosci) postep

geometryczny trojwyrazowy. Czy stad wynika, ze postep geometryczny tworza takze

wyrazy (z zachowaniem kolejnosci):
a) 3-ci, 5-ty, 11-ty;

b) 3-ci, 6-ty, 12-ty;

c) 4-ty, 6-ty, 10-ty;

d) 6-ty, 8&-my, 11-ty?
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113. Podaé taka liczbe p, ze liczba p po zwiekszeniu o p% daje n

a) =24  pP=.coiiiiin
D) =600 P
) =39  P=.iiii.
d) n=T5  p=.

114. Czy istnieja takie liczby naturalne a, b, ze liczba NWD(a, b) stanowi p% liczby
NWW(a, b), jezeli
a) p=15;
b) p=40;
c) p=20;
d) p=257

115. Poda¢ zbior rozwigzan nieréwnosci

116. Poda¢ przyktad ciggu arytmetycznego n-wyrazowego o sumie wyrazow rownej
n, zawierajacego wyraz réowny 0

a) 1386 o,

a) x

b) z=+29-7;
c) r=+29-5;
d) r=+29—-67
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119. Czy nieréwno$é z3 < x° jest prawdziwa dla

a) r=+29—4;
b) x=+v29-7;
¢) x=v29-5;
d) 2=v29-67

120. Poda¢ (w postaci przedziatu lub sumy przedzialow) zbior rozwiazan nieréwnosci.
a) L[] <B4
D) 18 <B4 oo
C) T2 <B4 i
A) T<@3 <B4 e

121. W dowolnym n-wyrazowym postepie arytmetycznym o sumie wyrazéow rownej
S, co najmniej jeden z wyrazéw jest réwny w. Dla podanych n oraz S wskazaé takie w,
aby powyzsze zdanie byto prawdziwe. Jesli uwazasz, ze takiego w nie ma, napisz: nie
1stnieje.
a) n=3, S=15, W=.cccriiiriin.
b) n=11, S=77, W=.cccoceiciirriirann.
c) n=5 =30, W=iiiiiiirirrirr.,

d) n=8, S=64, W=rrircercrrrrrrr...

122. Czy prawdziwa jest nier6wnosc¢

a) V11-5|<1:
) |V44—5|<1;
c) ’@—5‘<1;
) |[V33—-5/<17?

o

[

123. Liczba caltkowita a jest mniejsza od liczby catkowitej dodatniej n o p%, a liczba
catkowita b jest wieksza od liczby n o p%. Czy stad wynika, ze liczba a jest dzielnikiem
liczby b, jezeli

a) p=20;
b) p=70;
c) p=50;
d) p=607?
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124. Czy podana liczba jest wymierna

2) /(3-Vv19) +VI9;

b) \/(\/@—9)2+\/@;
¢) /(5 V1) +VI9;

d) 1/ (VBO-7) ++/597

125. Czy prawdziwa jest nieréwnosc¢
o) T+VIT _ T+V19
11429 " 11++29°
b) TV 7=V
11—29 11—-+/31°
0 T+VI9 _ T+VI9
114129 1144317
d) V1T < V19 ?
11—429 11-+/29

126. Cgzy istnieje 17-wyrazowy postep arytmetyczny, w ktérym liczba wyrazow cal-

kowitych jest réwna
a) 6;

b)
c)
d)

9;
7;
87

127. Czy istnieje 17-wyrazowy postep geometryczny, w ktérym liczba wyrazow wy-

miernych jest rowna
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