EGZAMIN, ANALIZA 1A, 5.02.2015
12 zadan po 10 punktéw, progi: 60=3.0, 78=3.5, 87=4.0, 96=4.5, 105=5.0

Zadanie ]_ o
Za kazda poprawng odpowiedz otrzymasz 1 punkt.

Dla podanego wyrazenia podaj taka liczbe wymierng w, aby podane wyrazenie miato
wartos¢ wymierng.

1
1.1. ——+wv4, w=1/2
6-++v34 /
1.2 L +wVv35 1
2. wv35, —w=
6++/35
1.3 ! +wv37 1
3. wv3rl, w=-—
6+v37
1.4 ! +wv 38 1/2
4. wv38, w=-—
6-++38

15, 4/(6-v35) +wv3s,  w=1
1.6. \/(6—@)2+wﬁ, w=-1
1.7. \4/ (6—\/@)4%—10\/%, w=-1

1.8. log2(66-3w), w=-6
1.9. log,(18":3"),  w=-36

110, log, (27%7-3"), w=-81



Zadanie 2 e W kazdym z ponizszych zadan podaj (w postaci uproszczonej) kresy
zbioru oraz napisz, czy kresy nalezg do zbioru (napisz TAK lub NIE).

Za kazde zadanie, w ktérym podasz bezbtednie oba kresy i poprawnie okreslisz ich
przynalezno$¢ do zbioru, otrzymasz 1 punkt.
Za kazde zadanie, w ktorym podasz bezblednie oba kresy i poprawnie okreslisz przyna-
leznos¢ jednego z nich do zbioru, otrzymasz 0.5 punktu.

Za poprawne rozwiagzanie wszystkich dziewieciu zadan otrzymasz dziesigty punkt.

1
2.1. A:{n2—20n~|—101 : nEN} Ocena .......
infA=0 sup A=1
Czy kres dolny nalezy do zbioru A NIE Czy kres gérny nalezy do zbioru A TAK
2.2. B:{ ! : nEN} Ocena .......
n?—20n+ 128
infB=0 sup B=1/28

Czy kres dolny nalezy do zbioru B NIE Czy kres gérny nalezy do zbioru B TAK

23.C={———:n€Ny, QOcena .......
¢ {n2—20n+93 nGN} Ocena
infC=-1/3 supC'=1/2
Czy kres dolny nalezy do zbioru C' TAK Czy kres gorny nalezy do zbioru C' TAK
2.4. D={a”—2z+1:2€(0,3)} Ocena. .......
infD=0 sup D=4
Czy kres dolny nalezy do zbioru D TAK Czy kres gorny nalezy do zbioru D NIE
2.5. E:{x2—4x+4: x € (0, 3)} Ocena .......
mfE=0 sup =4
Czy kres dolny nalezy do zbioru E TAK Czy kres gérny nalezy do zbioru £ NIE
2.6. F:{x2—6x—|—9: x € (0, 3)} Ocena .......
inf F=0 sup F'=9
Czy kres dolny nalezy do zbioru FF NIE Czy kres gorny nalezy do zbioru F' NIE
2.7. G:{m:m,nEN A 4"<8m<27”} Ocena .......
n
infG=2/3 sup G =logg27 =1og,3
Czy kres dolny nalezy do zbioru G TAK Czy kres gorny nalezy do zbioru G NIE
2.8. H:{m: mneN A 4”<9m<27n} Ocena .......
n
inf H =logg4 =logs2 sup H=3/2
Czy kres dolny nalezy do zbioru H NIE Czy kres gorny nalezy do zbioru H TAK
2.9. ]:{m: mmneN A 4”<16m<27”} Ocena .......
n
infl=1/2 sup I =log,27

Czy kres dolny nalezy do zbioru I TAK Czy kres gorny nalezy do zbioru I NIE




Zadanie 3 o
Za kazda poprawng odpowiedZ otrzymasz 1 punkt.

Zapisa¢ w postaci przedziatu obustronnie otwartego zbiér wszystkich wartosci rze-
czywistych dodatnich parametru p, dla ktorych podany szereg jest zbiezny. Przedziat
moze by¢ nieograniczony, tzn. o prawym koncu +-o0.

oo

3.1. jest zbiezny << e (1, +o0
g y Pel( )
< (=1)" . .

3.2. ¥ jest zbiezny < pe (0, +00)
n=11+p

3.3. % 1 jestsb (2, +o0)

3. ——— Jest zbiezn & € (2, 00

n=1y/N’+p J Y b
o pl0

3.4. jest zbiezny & pe (11, 4+00)
n=1M"+p
oo nP -+

3.5. > — L jest zbiemy & pe(0,9)
n=1 M
o plo

3.6. ———— jest zbiezny & € (22, 00
S wip SR AL
00 b4

3.7. ¥ Y et shiemy < pe(0,18)
n=1 N
m . . .

3.8. X (p—3)" jest zbiezny &  pe(2,4)
n=1
m . . .

3.9. > (p—10)" jest zbiezny < pe(9,11)
n=1

©¢)

3.10. > (2p—>5)" jest zbiezny < pe(2,3)

n=1



Zadanie 4 .

12 >
Niech a,, = 0

dla n € N. Wiadomo, ze wowczas szere a, jest zbiezny,
n(n+1)(n+2) g2 n] v

n=1
a jego suma jest rowna 30.

W kazdym z ponizszych 10 pytan w miejscu kropek podaj sume szeregu.

Za kazda poprawng odpowiedz otrzymasz 1 punkt.

o0

41. Y (ap+api1)= 40
o0

4.2. Y (ap—api1) = 20
(0@]

43. Y (a1-a,)= 600

o
4.4. Y (az-a,)= 150

n=1
o0

4.5. ) (ai—aiH) = 400
n=1

o0
4.6. ) (ai—a?HQ) = 425
1.3 (a2 —a2,,) = 429
4.8.
(20 —2Mi1) = 3

4.9.

4.10. %O: (20m —20nH1) = 1
n=4



Zadanie 5 o

W kazdym z pieciu ponizszych zadan podaj takie liczby rzeczywiste a < b, aby funkcja
f R — R okreslona podanym wzorem byta ciagta.
Za kazde poprawnie rozwigzane zadanie otrzymasz 2 punkty.

logy (z2+7) dla z<a

5.1. f(z)= 3 dla a<z<b a= —1, b= 1.
logy (z2+47) dla  b<=z
logy (z2+47) dla z<a

5.2. f(x)= 4 dla a<z<b a= —3, b= 3.
logy (z2+7) dla  b<=z
logy (z2+7) dla z<a

5.3. f(x)= 5 dla a<z<b a= —5, b= 5.
logy (z2+47) dla  b<=z
logy (z2+47) dla z<a

54. f(x)= 6 dla a<z<b a= —V>57, b= Vv57.
logy (z2+7) dla  b<=z
logy (2?2 +7) dla z<a

5.5. f(x)= 7 dla a<z<b a= —11, b= 11.
logy (22 +7) dla  b<=z



Zadanie 6 o
Za kazda poprawng odpowiedZ otrzymasz 1 punkt.

Dla podanej liczby zespolonej z podaj najmniejsza liczbe caltkowita dodatnig n, dla
ktorej 2" =1.

6.1. z=—1, n=4

2 2
6.2. z:£—|—£~i, n==~8
2 2
2 2
6.3. z:—£+£-i, n==~8
2 2
V3 i
6.4. =—+4- =12
z 2+2, n
6.5. z:—\gg—l—, n=12
1 3
6.6. z:2+\é_-z’, n==6

1 V3
6.7. Z——§+7'Z, n=3

m.ﬁ{ﬂ_ﬂg(

m.m{ﬁ+ﬁg<ﬁ_j,nﬂ4



Zadanie 7.

Dowiesc, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

(n+3)- <2:> >7.4771,

Rozwigzanie:
Zamierzamy przeprowadzi¢ dowdd indukeyjny.

1° (w tej chwili wydaje nam sie, ze jest to pierwszy krok indukcyjny) Dla n =1 mamy

(n+3)- (?) —4.2=8

74"t =7.4=7,

a zatem dana w zadaniu nier6wno$¢ przyjmuje posta¢ 8 > 7, jest wiec prawdziwa.

oraz

2° Niech teraz n bedzie taka liczbg naturalna, ze

(n+3)- <2n> > 741

n

Chcemy wykazacé, ze

2n 42
(n+4)- <n+ )

Wychodzac od lewej strony powyzszej nierownosci otrzymujemy
(n+4)- <2n+2> _ (n+4)(2n+2)! _ (n+4)(2n)!(2n+1)(2n+2) _

n+1 (n+1)!(n+1)! nl(n+1)n!(n+1)

>>7-4”.

B (2n) (n+4)@2n+1)(2n+2) o (2n) 2(n+4)(2n+1)
=(n+3) <n> ez T <n> (n3)(n+1)
w1 2(n+4)(2n+1) nl g _ o
>T7-4" (5 3)(n+ 1) >T7-4"4=T7-4",
o ile udowodnimy, ze
2(n+4)(2n+1)
(n+3)(n+1)

Powyzsza nieré6wnosé jest rownowazna kolejnym nieréwnosciom
2(n+4)(2n+1)>4(n+3)(n+1),
(n+4)2n+1)>2(n+3)(n+1),

2n2—|—n+8n+4>2<n2+n+3n+3) ,
2n® +9n+4>2n*+8n+6,

n>=2.

Drugi krok indukcyjny zostat wiec przeprowadzony tylko dla n > 2.

7



Dla kompletnosci dowodu nalezy sprawdzi¢ dang w tresci zadania nieréwnos¢ dla
n = 2. Sprawdzenie dla n = 2 okazuje sie przejmowac role pierwszego kroku indukcyjnego.

1° (to okazuje sie by¢ pierwszym krokiem indukcyjnym) Dla n =2 otrzymujemy

4
5-(2>:5-6:30>28:7-41.

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nieréwnosé zostata udo-
wodniona dla kazdej liczby naturalnej n > 2, a ponadto na poczatku rozwiazania wyko-
nalismy bezposrednie sprawdzenie dla n=1.

Uwagi:

Sprawdzenie dla n =2 nie wydaje sic wymagac¢ wiele pracy, jednak brak swiadomogsci
koniecznosci wykonania tego sprawdzenia jest bardzo powaznym btedem.

Jesli zamiast nieréwnodci
2(n+4)(2n+1)

(n+3)(n+1)
W rozwigzaniu pojawi sie ostra nieréwnoscé
2(n+4)(2n+1)
(n+3)(n+1) ’ (4)
to w konsekwencji drugi krok indukeyjny zostanie przeprowadzony dla n > 2. Tym samym
konieczne bedzie takze sprawdzenie dowodzonej nieréwnosci dla n = 3.

>4

Punktacja:

Maksymalna mozliwa ocena za rozwigzanie, w ktérym brak jest swiado-
mosci konieczno$ci wykonania sprawdzenia dla n=2, to 5 punktéw. To samo,
gdy brak jest Swiadomo$ci koniecznosci wykonania sprawdzenia dla n =3, jezeli z roz-
wiazania nie wynika (np. z powodu uzycia ostrej nieréwnosci #), ze zostata udowodniona
implikacja T'(2) = T'(3), gdzie T'(n) jest dowodzona nieréwnoscia. Réwniez rozwiazanie,
w ktoérym, nawet z powodu drobnego btedu rachunkowego, nie wykryto, ze indukcja nie
dziata od samego poczatku, nie moze by¢ ocenione na wiecej niz 5 punktow, gdyz wow-
czas rozwiagzujacy stracit mozliwos¢ wykazania, ze wie, co zrobi¢ w przypadku indukcji
startujacej od n=2.



Zadanie 8 o

Dobra¢ odpowiednig liczbe wymierng dodatnig C' i udowodnié, ze dla dowolnej liczby
naturalnej n zachodza nieréwnosci

C<Vn3+63n2—n<7C .

Rozwigzanie:
Poniewaz wyrazenie dane w tresci zadania jest r6znica wyrazen zblizonej wielkosci, za-
stosujemy wzor na roéznice szescianéw w postaci

a®—b?
a—b=——.

a’®+ab+b?

Otrzymujemy

2
V3 463n2 —n = 5 63n : (3 punkty)
(\3/ nd+ 63n2) +n-/n3+63n2 +n2

Dalsza czes¢ rozwiazania mozna przeprowadzi¢ dwoma sposobami.

Sposob I
Szacujemy ostatnie wyrazenie od dotu, szacujac mianownik od goéry:
63n? S 63n? B
2 Z =
(\3/n3+63n2) +n-/n3+63n2+n? ( n3+63n3) +n-/n3463n3 +n?
63n? 63n>
" =3 (4 punkty)

T 16n2t4n2+n?  21n?
i od gory (szacujac mianownik od dotu):
63n> 63n> _ 63n%

< = =21=7-3
2 2
(Vn3+63n2) +n VP 16307 +n2  (Vn3+0) +n- Vnd+0+n2 37
(3 punkty)
Otrzymaliémy wiec wymagane oszacowania ze stata C'=3.
Sposob 11
Oznaczamy uzyskane wyrazenie przez a, i przepisujemy je w postaci

63n> B 63
2 - 2 .
(Vi3 +6302) 4n- VP4 6307402 (J1+8) + 31+ 841
Poniewaz licznik ostatniego wyrazenia jest staly, a mianownik maleje wraz ze wzrostem n,

ciag (a,) jest rosnacy. Stad wynika, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodza nie-
rownosci

a < a, < lim a, .

n—oo

Poniewaz a; =3 oraz lim a, =21, otrzymujemy wymagane oszacowania ze statg C'=3.
n—oo
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Zadanie 9 .

Wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregu potegowego

i n!. 2"
Do (3)
Rozwigzanie:
Dla x # 0 stosujemy kryterium d’Alemberta:
I v | B (B (e )
" M2\  pl.p2n | (D) (2042)-2n+1)  (ntD)®  (2n42)-(2n+1)
(n+1) +1'(n+1) et nm (n+1)-(n+1) nn (n+1)
z*-(n+1)-(n+1) 2% (n+1) 2

T o4 9) 20+ 1) (1+1)" 2 (2n+1) Ted )

przy n— oo.
Zatem dany w zadaniu szereg potegowy jest zbiezny, jezeli
2
x
— <1,
4-e

7] <2Ve,

czyli

a rozbiezny, jezeli

czyli
|z| >2V/e.
Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg potegowy ma promien zbieznosci 2v/e.
Punktacja czesciowych rozwigzan:

Dojscie do (&) - 7 punktéw.
Jezeli w obliczeniach nie pojawia sie liczba e, mozna uzyska¢ maksymalnie 2 punkty.

11
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Zadanie ]_ O o

[&.°]
Skonstruowac¢ przyktad takiego szeregu zbieznego > a, o wyrazach rzeczywistych,
n=1

o0 [ee)
7e szeregi > a2 oraz Y. a’ sa zbiezne, a ponadto zachodza réwnosci
n=1 n=1

o0 oo [e.9]
Zan:5 oraz Zai:Zai.
n=1 n=1 n=1

Rozwigzanie:
Sposob I (dla mitosnikow bezmysinych rachunkéw)
Sprobujemy znalezé szereg geometryczny o zadanych wtasnosciach.

W tym celu rozwazmy szereg geometryczny o pierwszym wyrazie ¢ # 0 i ilorazie ¢ # 0,
pamietajac, aby |q| < 1. Wéwczas a,, = c¢" !, a ze wzoru na sumg szeregu geometrycznego

otrzymujemy
c

o0 )
Z ap = Z an_l = )
n=1 n=1 1—

q

nz::lai :;Cz (QQ)R_l 1 g

oraz o o 1
Sat=Yc ()" = — g (3 punkty)
n=1 n=1

co po uwzglednieniu warunkéw zadania prowadzi do uktadu réwnan

c _ 5
1—q
2 A (4-ty punkt)

1—q2 1—q*’

co kolejno prowadzi do:
c = b—5¢q

02 02 : C2

1—¢  (1-¢)-(1+¢)
c = 5—5q

02

14+¢2°
{ c = b5—5¢q

I+¢* = ¢,

Pierwsze réwnanie daje zaleznos$¢ c od q. Podstawiajac te zaleznosé do drugiego row-
nania otrzymujemy kolejno:

¢*+1=25¢*>—50q+25, (razem 5 punktéw)
24¢> —50¢+24=0,
124> —25¢+12=0,

13



9545241212 2544257247  25+,/(25—24)-(25+24)
B 24 B 24 B 24
_ 25+4/49 2547
24 24
Uwzgledniajac nier6wnosé |g| < 1 odrzucamy rozwiazanie ¢ =32/24 =4/3 > 1 i rozpatru-
jemy q=18/24 =3/4. Ostatecznie

q=3/4, c¢=5/4. (razem 9 punktéw)

Otrzymane rozwigzanie prowadzi do

q

(razem 7 punktéw).

5 (3\"' 5.3
an=cq" t==- (4) == (razem 10 punktéw)

Odpowiedz: Przyktadem szeregu speliajacego warunki zadania jest szereg

005-311—1
How

Sposob 11 (dla myslgcych i vwaznie czytajgcych zatozenia)
Przyjmijmy a, =1 dla n <5 oraz a,, =0 dla n > 6. Wéwczas dla dowolnej liczby na-
turalnej k otrzymujemy

oo
Zaﬁ:r{),
n=1

skad wynika, ze podany szereg spelnia warunki zadania.
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Zadanie ]_ ]_ .

Obliczy¢ wartosé¢ granicy
4dn In+3 An+6 4n+9 dn+12
+ + + + +
VAnt+4n  VAnr+4n+3  VAnt+4n+6  VAnt+4n+9  VAnt+4n+12
13n—9 13n—06 13n—3 13n
ot + + +
VAnt4+13n—9 V4Ani+13n—6 V4Ant+13n—3 V4ni+13n

Rozwigzanie:

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystac
z twierdzenia o trzech ciggach, co wymaga oszacowania b,, od gory i od dotu przez ciggi
zbiezne do wspoélnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo si¢ réznia — iloraz ostatniego sktadnika
do pierwszego dazy do 13/4 przy n dazacym do nieskonczonosci. Nalezy zatem ocze-
kiwaé, ze oszacowanie sumy poprzez wspdlne oszacowanie sktadnikéow (i przemnozenie
tego oszacowania przez liczbe skladnikéw), bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych
rozne granice, co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciggach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng réznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki,
podczas gdy mianowniki maja zblizona wielkos¢. Liczniki tworzg jednak postep arytme-
tyczny, ktérego sume bez problemu mozemy obliczy¢. W konsekwencji bedziemy szaco-
waé mianowniki przez wspélng wielkos¢, nie zmieniajac licznikéw, a nastepnie dodamy
sktadniki powstate w wyniku tego oszacowania.

lim

n—oo

I tak, szacowanie od gory (czyli szacowanie mianownikéw od dotu) prowadzi do
< 4n n dn+3 n An+6 . An+9 - 13n _
U WVAntran  VaAntrdn  VaAntrdn VaAntrdn VAn*+4n
_An+4(4n+3)+ (4n+6) +(4n+9)+...+13n
B Viant+4n N
Z kolei szacowanie od dotu (czyli szacowanie mianownikéw od géry) prowadzi do
S 4dn . dn+3 L An+6 n 4n+9 - 13n _
T VAn 1830 VAn'+13n VAni+13n VAni+13n T VaAni+13n
_AnA4-(4n+3)+(4n+6) + (4n+9)+... +13n
- VAt 13n —
Ze wzoru na sume postepu arytmetycznego otrzymujemy
dn+13n  17n-(3n+1)

b

Cn (3 punkty)

b

(3 punkty)

dn+(4n+3)+4n+6)+ (4n+9)+...+13n=(3n+1)-

2 )
(kolejne 2 punkty, a pozostale 2 punkty za reszte rozwigzania)
gdzie
13n—4
3n+1= % +1
jest liczba wyrazéw powyzszego postepu (o réznicy 3).
Wobec tego

C1n-@Bn41) 17-(3+1) 51

Cp = = —
2VInT+dn 9. fix 4 4

15



przy n— oo i podobnie
C17n-(Bn+1) 17-(3+%) 51
2-vV4Ant4+13n 9. /4413 4

Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci

Qn,

an <b, <cp,

a ponadto
. 51
A=
oraz
! 51
ima,=—,
n— o0 4

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy

51
lim b, = — .

Odpowiedz: Warto$¢ granicy podanej w tresci zadania jest rowna 51/4.

Maksymalnie 3 punkty za rozwigzanie z oszacowaniami postaci:

skladnikéw razy wspolne oszacowanie skladnikéw.

16
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Zadanie ]_ 2 .

Dana jest funkcja f:R — R spehliajaca warunki
|f(z)— f(y)|<10-|x—y| dla dowolnych z,y €R

oraz
|f(z+5)— f(x)| <5 dla dowolnego x € R.

Udowodni¢ jedna z nastepujacych dwéch nieréwnosci:
|f(8)— f(0)] <30, (wersja trudniejsza za 10 punktéw)
|f(8)— f(0)|<35. (wersja latwiejsza za 6 punktéw)

Rozwigzanie:
Wersja tatwiejsza
Na mocy zatozen o funkcji f otrzymujemy nieréwnosci

1f(5)—f(0)| <5 (2 punkty)

oraz
|f(8)—f(5)]<10-|8—5|=30. (2 punkty)
Korzystajqc z nierownosci trojkata oraz z powyzszych dwoch nieréwnosci otrzymujemy
£(8) = £(0)| = |(£(8)=£(5)) + (F(5) = £(0)) | < |F(8)— £ (5)| +|F(5)— F(0)| <B0+5 =35,
(2 punkty)

co konczy rozwigzanie zadania.

Wersja trudniejsza
Na mocy zalozen o funkcji f otrzymujemy nieréwnosci

|f(5)—f(0)| <5, (2 punkty)
|f(10) = f(B)[ <5 (2 punkty)

oraz
£(8)— £(10)] < 10-8—10] =20. (3 punkty)

Korzystajac z nierownosci tréjkqta oraz z powyzszych trzech nieréwnosci otrzymujemy
1£(8) = £(0) = |(£(8)=£(10)) + (F(10) = £(5)) + (f(5)— £(0)) | <
<[f(8)- (10)|+|f(10) ( ) +1£(5)=f(0)] <20+5+5=30, (3 punkty)

co konczy rozwigzanie zadania.
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