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Zadanie 17 . (10 punktéw)

Dowies¢, ze liczba logs, 150 jest niewymierna.

Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowo6d nie wprost. Zatézmy, ze liczba logs,150 jest wymierna i niech
m/n bedzie jej przedstawieniem w postaci ilorazu liczb naturalnych (zauwazmy, ze jest
to liczba dodatnia). Wéwczas otrzymujemy kolejno

m
1 150 =—
0830 n
30™/™ =150
30™ =150".
Dalsza czes¢ dowodu mozna przeprowadzi¢ dwoma sposobami.

Sposob 1

Rzozkladajgc obie strony powyzszej réwnosci na iloczyny poteg liczb pierwszych
otrzymujemy
7 twierdzenia o jednoznacznosci rozktadu na czynniki pierwsze wynika, ze wyktadni-
ki przy odpowiednich potegach liczb pierwszych po obu stronach réwnosci sa rowne,
co prowadzi do nastepujacego uktadu rownan:

m = n
m = n
m = 2n

Jednak powyzszy uktad réwnan nie ma rozwiazan w liczbach dodatnich m, n, gdyz
wowczas mielibysmy
m=2n>n=m.

Mozliwa jest tez inna argumentacja: rozwigzujemy powyzszy uktad rownan w liczbach
rzeczywistych otrzymujac jedyne rozwiazanie m=n=0 i stwierdzamy, ze nie jest to
rozwiazanie w liczbach naturalnych.

Doszlismy wiec do sprzecznosci z zatozeniem, ze liczba logs,150 jest wymierna.
Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi, ze liczba logs,150 jest niewymierna.

Sposdb 11

Poniewaz dowolna potega liczby 30 ma ostatnia niezerowa cyfre 1, 3, 7, lub 9, a w po-
tegach liczby 150 ostatnia niezerowa cyfra jest rowna 5, réwnanie 30™ = 150" nie ma
rozwigzan w liczbach naturalnych m, n.

Doszlismy wiec do sprzecznodci z zalozeniem, ze liczba logg, 150 jest wymierna.

Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze liczba logs;150 jest niewymierna.



Zadanie 18. (10 punktéw)
Obliczy¢ granice

5n°+1 5nd +2 5n° +3 5nd +4 5n’ +4n*
lim + + + +oot VYV
n—oo\ \/18n184+1  V18n8+2  18n8+3  /18nl8+4 V18n18 +4n4
Rozwigzanie:
Dana pod znakiem granicy suma ma 4n* sktadnikéw i zapisuje sie wzorem

W 5pd 4k
2N
Szacowanie od gory daje
RSk 5n°+4n*  4n*(5n®44nt)
Zm Zm 3VZm
Szacujac od dotu otrzymujemy
7 B4k T BRS 40 4nt-5n° B
Z \/W ,cz:l\/18n18+4n4 V18n18 +4nd —n-
Poniewaz dla dowolnego n zachodzg nieréwnosci
an <b, <cp,

a ponadto
. _ 20n° , 20 20  10v2
lim a,, = lim —————= lim = =
n—00 n—o0\/18n18 4 4ndt n—oo /18 +4n—1 /18 3
oraz

, . 4nt-(5nP+4nt) . 4-(5+4n”Y) 20 10V2
lim ¢, = lim = lim = = ,
n—oo ' n=oo 34/2.09 n—oo  3\/2 3v2 3
na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy

A28, 0n = mgﬁ

104/2
o

Odpowiedz: Dana w zadaniu granica istnieje i jest rowna



Zadanie 19. (10 punktéw)

Dowiesé¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

3
n- ( n) >6" 1,
n
Rozwigzanie:

Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

3
HEEE

P=6"1=6"=1.

1° Dla n =1 mamy

oraz
Zatem dana w zadaniu nierownos¢ przyjmuje postaé¢ 3 > 1, jest wiec prawdziwa.

2° Niech teraz n bedzie taka liczbg naturalna, ze
3
n< ”) > 61 (&)
n
Wykazemy, ze wéwczas zachodzi nieréwnosé

(n+1)-<3”+3> > 6" (0)

n+1

Zauwazmy najpierw, ze lewa strone nieréwnosci (é) mozna zapisaé jako
3 ! !
a3 (3n) _ (3n) .
n n!-2n)!  (n—1)!-(2n)!
Przeksztalcajac lewa strone nieréwnosci (<») i korzystajac z zatozenia indukecyjnego (é)
otrzymujemy
=(n+1)- =

L:(”H)'< (n+1)1-(2n+2)!  nl-(2n+2)!
B (3n)! (3n+1)-(3n+2)-(3n+3) - (3n+1)-(3n+2)-3 <
Tl 2n) n@atl)-2nt2) 0 e 2ntl)-2

>6"1.6=6"=P,

(3n+3)! (3n+3)!

3n+3
n+1

o ile udowodnimy, ze
(3n+1)-(3n+2)-3
n-(2n+1)-2
Nier6wnosé (©) jest réwnowazna kolejnym nieréwnosciom
(Bn+1)-(3n+2)-3>6-n-(2n+1)-2,
(Bn+1)-(3n+2)>4-n-(2n+1),
In*+9n+2>

>6. (@)

8n?+4n ,
n?+5n+2>0,



a zatem nieréwnos¢ (Q) jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n.
Tym samym udowodniliSmy, ze dla kazdej liczby naturalnej n z nieréwnosci (&) wy-
nika nieréwnosé ().

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nieréwnosé zostata udo-
wodniona dla kazdej liczby naturalnej n.



Zadanie 20. (10 punktéw)
Dobra¢ odpowiednig liczbe wymierng dodatnig C' i udowodnié, ze dla dowolnej liczby
naturalnej n zachodzg nieréwnosci

V25n?2+24—5n

2C'.
VIn2+40—-3n

C<

N

Rozwigzanie:
Poniewaz zaréwno w liczniku, jak i w mianowniku wyrazenia danego w tresci zadania
wystepuja réznice wyrazen zblizonej wielkosci, zastosujemy dwukrotnie wzor na réznice
kwadratow w postaci
a®—b?
a—b= .
a+b

Otrzymujemy
252 +24—5n 24 (v9n2+40+3n)
Von?+40—3n  40. (V25n2+244n)

Szacujemy ostatnie wyrazenie od goéry

24-<\/9n2+40+3n) <24-(\/9n2+40n2—|—3n) 24-(Tn+3n) 24-10n 3

40- (V2502 +24+5n) ~ 40-(v25n2+0+5n)  40-(5n+5n)  40-10n 5
i od dotu
24 - (\/9n2+40+3n) . 24 <\/9n2 +O—|—3n> 24-(3n+3n) 24-6n 3

40+ (Va5nZ+24+5n) ~ 40+ (Va5nZ+24n?+5n)  40-(Tn+5n) 40120 10°

Otrzymalismy wiec wymagane oszacowania ze stata C'=3/10.




Zadanie 21 . (10 punktéw)

= (=)™ (bn+4)-(5n+9

Rozstrzygnac zbiezno$¢ szeregu Z (3( +)5) ((371:8)) (<3n—:_1)1).
n -(3n -(3n

n=1
Rozwigzanie:
Szereg jest zbiezny. Aby to udowodnié, skorzystamy z kryterium Leibniza o szeregach
naprzemiennych.

W tym celu musimy zweryfikowaé¢ prawdziwos¢ trzech zatozen tego kryterium.
1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne - oczywiste.

2° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazow jest zbiezny do zera.
Sprawdzamy to nastepujaco:

y Gntd)-Gn+9) o (i) (+1)E 5500
0o (3n45)- (3n48)-(3n+11) now (3+%),(3+%).(3+£) T 3.3.3

n

0.

3° Ciag wartodci bezwzglednych wyrazéw jest nierosnacy.
Ten warunek jest najmniej oczywisty. Aby go udowodnié, powinnismy wykazac, ze
dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé
(5n+4)-(5n+9) - (5n+9)- (bn+14)
(3n+5)-(3n+8)-(3n+11) ~ (3n+8)-(3n+11)-(3n+14)’
co kolejno jest rownowazne nieréwnosciom
on—+4 S Sn+14
3n+5" 3n+14’
(5n+4)-(3n+14) > (5n+14) - (3n+5),

>
15n% +70n+12n+56 > 15n% +25n+42n+ 70,
15n% +82n+56 > 15n*+67n+70,

15n> 14,
n = E .
15
Zatem dowodzona nierownosé jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n.

W konsekwencji szereg dany w tredci zadania jest zbiezny na mocy kryterium Leibniza
o szeregach naprzemiennych.



Zadanic 22 (10 punktéw)
Wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregu potegowego

x (n—10)" -z

n=1 n"

Rozwigzanie:
Stosujemy do danego w zadaniu szeregu potegowego kryterium Cauchy’ego:

¢|n—10|n2'|x|3n I I _‘1_10 "
n N N n

-|$|3—>6_10"$‘3,

2
nn
gdzie ostatnia zbiezno$¢ ma miejsce przy n— +oo. Nalezy w tym miejscu wyjasdnic,
ze dla n > 10 mamy

10" 10\"
22
n n
skad
10" 10\"
lim’l—o zlim< —O) —e 10,

Szereg jest wigc zbiezny, gdy e 10 |z|> < 1, czyli |z| < €!%/3, natomiast jest rozbiezny,

gdy e 10|22 > 1, czyli |z] > e!9/3.

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg potegowy ma promieni zbieznosci e'%/3.



Zadanie 23« (10 punktéw)
Wyznaczy¢ wszystkie pary parametréw rzeczywistych (a, b), gdzie a <b, dla ktérych
funkcja f:R — R okreslona wzorem

4 dla r<a
flx)=1]22=5] dla a<z<b
4 dla b<x
jest ciggla.
Rozwigzanie:
Oczywiscie funkcja f jest ciggta w kazdym punkcie réznym od a i b.
Ponadto
lim f(z)=4
oraz

fla)= lim f(z)= ‘a2—5

z—a™t

I

skad wynika, ze funkcja f jest ciggla w punkcie a wtedy i tylko wtedy, gdy

4= ‘aQ — 5’ .
Przeksztatcanie powyzszego réwnania prowadzi kolejno do
a’?—5=+4,
a’=5+4,
skad a € {-3, -1, 1, 3}.
Podobnie
lim f(z) = b2 5|
oraz

£6) = lim () =4,
skad wynika, ze funkcja f jest ciggta w punkcie b wtedy i tylko wtedy, gdy
4=p* -5

Y

czylibe {-3, 1,1, 3}.
Zatem funkcja f jest ciaglta wtedy i tylko wtedy, gdy a,b€ {—3, —1, 1, 3}, co w pota-
czeniu z warunkiem a < b prowadzi do szesciu par (a, b) spelniajacych warunki zadania.

Odpowiedz: Warunki zadania sa spelione przez pary (=3, —1), (=3,1), (=3, 3),
(—1,1), (-1,3), (1, 3).



Zadanic 24 . (10 punktéw)

W kazdym z zadan 24.1-24.9 podaj (w postaci uproszczonej) kresy zbioru oraz na-
pisz, czy kresy naleza do zbioru (napisz TAK lub NIE).

Za kazde zadanie, w ktérym podasz bezbtednie oba kresy i poprawnie okreslisz ich
przynaleznos$é¢ do zbioru, otrzymasz 1 punkt.
Za kazde zadanie, w ktorym podasz bezblednie oba kresy i poprawnie okreslisz przyna-
leznos¢ jednego z nich do zbioru, otrzymasz 0.5 punktu.

Za poprawne rozwiagzanie wszystkich dziewieciu zadan otrzymasz dziesigty punkt.

24.1. A:{(gl)n : nEN} Ocena .......
n*+1
infA=-1/2 supA=1/5
Czy kres dolny nalezy do zbioru A TAK Czy kres gorny nalezy do zbioru A TAK
24.2. B:{(gl)n : nEN} Ocena .......
n*+4
infB=-1/5 supB=1/8
Czy kres dolny nalezy do zbioru B TAK Czy kres gérny nalezy do zbioru B TAK
24.3. C:{(;Dn : nEN} Ocena .......
n*+9
infC=-1/10 supC'=1/13
Czy kres dolny nalezy do zbioru C' TAK Czy kres gorny nalezy do zbioru C TAK
24.4. D= {x2 s x e (—10, 3)} Ocena .......
inf D=0 sup D =100
Czy kres dolny nalezy do zbioru D TAK Cgzy kres gorny nalezy do zbioru D NIE
24.5. E= {x3 cx e (—10, 3)} Ocena .......
inf ¥ =-1000 sup £ =27
Czy kres dolny nalezy do zbioru £ NIE Cgzy kres gorny nalezy do zbioru £ NIE
24.6. F = {$4 cx e (—10, 3)} Ocena .......
inf FF'=0 sup £'=10000
Czy kres dolny nalezy do zbioru FF TAK Czy kres gorny nalezy do zbioru F' NIE
24.7. G—{ZL: m,n €N A 25n2<m2<33n2} Ocena .......
infG=5 sup G = V33
Czy kres dolny nalezy do zbioru G TAK Czy kres gorny nalezy do zbioru G NIE
24.8. H:{::/L: m,neN A 33n2<m2<41n2} Ocena .......

inf H=+/33 sup H =+v/41

Czy kres dolny nalezy do zbioru H NIE Czy kres gorny nalezy do zbioru H NIE

24.9. I = {m: m,neN A 41n* <m? <49n2} Ocena .......
n

inf I =41 supl =7
Czy kres dolny nalezy do zbioru I NIE Czy kres gorny nalezy do zbioru I TAK




