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PODCZAS KOLOKWIUM NIE WOLNO UZYWAC KALKULATOROW

Zadanie 11 (10 punktow)
Dobraé¢ odpowiednie liczby wymierne dodatnie C' oraz D < 11C' i udowodnié, ze dla
dowolnej liczby rzeczywistej x zachodzg nieréwnosci
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Rozwigzanie:
Sposdb I (rzemiesiniczy, ale skuteczny):
Dla liczb rzeczywistych z spetniajacych nieréwnosé |z| > 1 wykonujemy standardowe
szacowania od géry i od dotu oparte na nieréwnosciach 0 <1< 22014

1 ZE2014+0 $2014+2 IE2014+2$2014 3

11 872014 4 342014 S 822014 1 3 S 8z20144( 8"

Z kolei dla liczb x spelniajacych nieréwnosé |z| < 1 analogiczne szacowanie musi uwzgled-
nia¢ odwrécenie kierunku nieréwnosci miedzy potegami liczby x, gdyz wtedy zachodza
nieréwnosci 0 < 2294 < 1. Szacowania wygladaja wéwczas nastepujaco:
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7 powyzszych oszacowan wynikajg nieréwnosci
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gdzie C'=min(1/11,2/11)=1/11 oraz D =max(3/8,1)=1=11C.
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Sposdb II (nieco trikowy i prostszy rachunkowo, ale trudny do zastosowania dla bar-
dziej skomplikowanych wyrazen):

Wykonujemy szacowania na poziomie licznika w taki sposéb, aby w liczniku otrzymac
wspotezynniki proporcjonalne do wspoétczynnikéw w mianowniku:
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Z powyzszych oszacowan wynikaja nierownosci
22014 | 9
C< 812014 1 3 <D,

gdzie C'=1/8 oraz D=2/3=22C <11C.




Sposob 111 (analogiczny do sposobu I, tylko szacujemy mianownik zamiast licznika):
Wykonujemy szacowania na poziomie mianownika w taki sposob, aby w mianowniku

otrzymac¢ wspdtezynniki proporcjonalne do wspodtezynnikéw w liczniku:
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co prowadzi do identycznych oszacowan jak w sposobie II.

Sposéb IV (w duchu podobny do sposobéw 11 i I11, ale troche bardziej naturalny i dajgcy
pelng kontrole nad zbiorem wartosci danego wyrazenia):
Przepisujemy dane w zadaniu wyrazenie w postaci zawierajacej zmienna x tylko w jed-
nym miejscu:
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Mianownik ostatniego sktadnika przyjmuje wszystkie wartosci z przedziatu [3, +00),
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a zatem iloraz 113 przyjmuje wszystkie wartosci z przedziatu (0, 13/24]. W kon-

sekwencji zbiér mozliwych wartosci wyrazenia () jest przedziatem (1/8,2/3].
Zatem zachodzg nieréwnosci
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ktorych nie mozna poprawic.
Rozwigzanie jest zakonczone ze statymi C'i D jak w sposobach IT i ITI.



Zadanie 1 2. (10 punktéw)

Niech a,, =

60
n(n+1)

suma jest réwna 60.

W kazdym z ponizszych 10 pytan w miejscu kropek podaj sume szeregu.

Za kazda poprawng odpowiedz otrzymasz 1 punkt.
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dla n € N. Wiadomo, ze wéwczas szereg Zan jest zbiezny, a jego
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