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Zadanie 1 3. (10 punktéw)
Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem f(z)= v/z2+10%. Dowiesé, ze dla do-
wolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé

[z —y|
[f (@)= fl< =5~

Rozwigzanie:
Skorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia

a'—b'= (>~ 1?) - (a®+b?) = (a—b)-(a+b)- (> +17) ,
ktory przy zalozeniu a+b# 0 mozna zapisa¢ w postaci
a*—b*
(a+b) (2 +52)
Przyjmujac a = V2 +10% oraz b= Vy2+10%, zauwazamy, ze a+b>0 i przeksztatcamy

lewa strone dowodzonej nierownosci:

[f (@)= f(y)| =

a—b=

Va2 4100 = Yy2+ 101

(% +10%) — (y* +10%)
(Va?+10%+ Y7 +107) - (Va2 + 107+ i7 £ 107)

|2? —y?|

(Va?+ 107+ 7 +107) - (Va2 + 107+ V7 +107)

[z —yl-|lz+y|
(Va2+107+ 7 +107) - (Va2 + 107 + /42 + 107)

Korzystajac z nieréwnosci trojkata i wykorzystujac réwnosé |z| = v a2 otrzymujemy:

lz+y| < |x|+|y|=\/§+\/ﬁ< \/x2+104—|—\/y2+104,

skad
[z +y|
Va2 + 104+ /y? + 107

Ponadto zauwazamy, ze
1 1 1 1

< f— = .
Va2 10T+ Y2 +10%F ~ v0+10*+v0+10f 10+10 20
y




Wykorzystanie tych nieréwnosci pozwala dokonczy¢ oszacowania:

[z —yl- [z +yl| _
(Va?+107+ 7 +107) - (Va2 + 107+ iyP +107)
L [z +y] 2=y

1
—lr—y- : lz—yl-=-1=
== Va2 +10% + /y? + 107 Vx2+104+x/y2+104\| T 20




Zadanie 14 (10 punktéw)
Dowiesé, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

(n+4)- <2n> > 22+l

n

Rozwigzanie:
Zamierzamy przeprowadzi¢ dowdd indukeyjny.

1° (w tej chwili wydaje nam sie, ze jest to pierwszy krok indukeyjny) Dla n =1 mamy

(n+4)-<

2") —5.2=10
mn
oraz

22n+1 :23 :87

a zatem dana w zadaniu nieréwnos$¢ przyjmuje posta¢ 10 > 8, jest wiec prawdziwa.

2° Niech teraz n bedzie taka liczba naturalng, ze
2
(n+4)- ( ”) < g2ntl
n

Chcemy wykazaé, ze

2 2
(n+5)~< n ) > 2% t3
n+1

Wychodzac od lewej strony powyzszej nierownosci otrzymujemy
2n+2 n+52n+2)  (n+5)2n)!(2n+1)(2n+2
(M).( ) (145)2n+2)! _ (n+5)2n)!(2n-+1)(20+2)

n+1)  (n+D(n+1)! nl(n+1)n!(n+1)
B 2n\ (n+5)2n+1)(2n+2) 2n\ 2(n+5)(2n+1)
_<n+4).<n>' (n+4)(n+1)2 _<n+4).<n>' (n+4)(n+1)

S g2t 2(n+5)(2n+1) S g2l 4 _ 92n+3
(n+4)(n+1) ’

o ile udowodnimy, ze
2(n+5)(2n+1)

(n+4)(n+1)
Powyzsza nieré6wnosé jest rownowazna kolejnym nieréwnosciom
2(n+5)(2n+1)>4(n+4)(n+1),
(n+5)(2n+1)>2(n+4)(n+1),

2n2+n+10n+5>2(n2+n+4n—|—4> ,

n’+10n+8,

m?+11ln+5>2
>3.

n

Drugi krok indukeyjny zostat wiec przeprowadzony tylko dla n > 3.



Dla kompletnosci dowodu nalezy sprawdzi¢ dang w tresci zadania nieréwnos¢ dla
n =2 oraz dla n = 3. Sprawdzenie dla n = 3 okazuje si¢ przejmowac role pierwszego kroku
indukcyjnego, a sprawdzenie dla n =2 weryfikuje dowodzong nieréwnos$¢ w przypadku,
ktory dotad nie zostal sprawdzony, ani tez nie wynika z dowodu indukcyjnego.

Dla n =2 otrzymujemy

4
6- <2> =6-6=236>32=2".
1° (to okazuje sie by¢ pierwszym krokiem indukcyjnym) Dla n =3 otrzymujemy

7. <§> =7-20=140>128=2".

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nieréwnosé zostata udo-
wodniona dla kazdej liczby naturalnej n > 3, a ponadto wykonaliSmy bezposrednie spraw-
dzenie dla n=1 oraz dla n=2.

Uwagi:

Sprawdzenie dla n =3 nie wydaje sie wymagac¢ wiele pracy, jednak brak swiadomosci
koniecznosci wykonania tego sprawdzenia jest bardzo powaznym bledem.

Jesli zamiast nieréwnosci
2(n+5)(2n+1)

(n+4)(n+1)
W rozwiazaniu pojawi sie ostra nierownosc
2(n+5)(2n+1
(n5)2n+D) »
(n+4)(n+1)

to w konsekwencji drugi krok indukeyjny zostanie przeprowadzony dla n > 3. Tym samym
konieczne bedzie takze sprawdzenie dowodzonej nierownosci dla n =4.

Maksymalna mozliwa ocena za rozwigzanie, w ktérym brak jest Swiadomo-
$ci koniecznosci wykonania sprawdzenia dla n=3, to 4 punkty. To samo, gdy
brak jest $wiadomosci koniecznosci wykonania sprawdzenia dla n =4, jezeli z rozwiaza-
nia nie wynika (np. z powodu uzycia ostrej nieréwnosci (#)), ze zostala udowodniona
implikacja T'(3) = T'(4), gdzie T'(n) jest dowodzona nieréwnoscia.



