Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1A, zima 2014/15

Indukcja matematyczna (c.d.)

Cwiczenia 10.10.2014: zad. 31-45

Osoby, ktore uzyskaly na tescie mniej niz 60 punktéw oraz osoby, ktore nie wiedza od razu
jak sie zabieraé¢ za ponizsze zadania, powinny przyj$¢ na ¢wiczenia. Pozostali moga ograniczy¢
sie do rozwiazania tych zadan we wlasnym zakresie.

31. O zdaniu' T'(n) udowodniono, ze prawdziwe jest T(1), oraz ze dla dowolnego
n > 6 zachodzi implikacja T'(n) = T'(n+2). Czy mozna stad wnioskowadé, ze

a) prawdziwe jest 7°(10),

b) prawdziwe jest T'(11),

c¢) prawdziwa jest implikacja T'(7) = T'(13),

d) prawdziwa jest implikacja T'(3) = T'(1),

e) prawdziwa jest implikacja T'(1) = T'(3).

32. O zdaniu T'(n) udowodniono, ze prawdziwe sa 7'(1) i T'(100), oraz ze dla dowolnego
n > 10 zachodzi implikacja T'(n) = T'(n—1). Czy mozna stad wnioskowadé, ze

a) prawdziwe jest 7'(9),

b) prawdziwe jest 7'(10),

¢) prawdziwa jest implikacja T'(50) = T'(30),

d) prawdziwa jest implikacja T'(300) = T'(200),

e) prawdziwa jest implikacja 7'(30) = T'(50),

f) prawdziwa jest implikacja 7'(200) = 7'(300).

33. O zdaniu T'(n) udowodniono, ze prawdziwe jest 7'(1), oraz ze dla dowolnego n > 1
zachodzi implikacja T'(n) = T'(n+2). Czy mozna stad wnioskowaé, ze

a) prawdziwe jest T'(9),

b) prawdziwe jest 7(10),

c) prawdziwa jest implikacja 7°(100) = T(25),

d) prawdziwa jest implikacja 7'(100) = 7(200).

34. O zdaniu T'(n) udowodniono, ze prawdziwe sa T'(1) i 7'(6), oraz ze dla dowolnego
n > 1 zachodzi implikacja T'(n) = T'(n+3). Czy mozna stad wnioskowa¢, ze

a) falszywe jest T'(3),

b) fatszywe jest T'(11),

c) prawdziwe jest T'(9),

d) dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n prawdziwe jest T'(n?).

35. O zdaniu T'(n) wiadomo, ze T'(7) jest fatszywe, T'(17) jest prawdziwe, a ponadto
dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi implikacja T'(n) = T'(n+1). Czy stad wynika, ze
a) T(5) jest falszywe b) T'(10) jest prawdziwe
c) T(15) jest falszywe d) 7'(20) jest prawdziwe

1Zamiast stowa zdanie poprawniej jest uzyé w tym kontekécie okredlenia formula zdaniowa, ale moze
to by¢ nieco odstraszajace.

Lista 2 -4 - Strony 4-8



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1A, zima 2014/15

36. O zdaniu T'(n) wiadomo, ze prawdziwe jest T'(25), a ponadto dla kazdej liczby
naturalnej n > 20 zachodzi implikacja T'(n) = T(n+2) oraz dla kazdej liczby naturalnej
4 < n < 30 zachodzi implikacja T'(n) = T'(n—3). Czy stad wynika, ze prawdziwe jest
a) T(37) b) T'(38) c) T7(10) d) T(11)

37. Niech T'(n) oznacza zdanie: Suma cyfr liczby n jest wigksza od 10. Czy prawdziwa
jest implikacja
a) T(27)=1T(39) b) T(99) = T(100) c) T(63)=T(71) d) T(29)=T(57)

38. O zdaniu T'(n) wiadomo, ze prawdziwe jest T'(1), a ponadto dla kazdej liczby
naturalnej n zachodzi implikacja T'(n) = T'(n+4). Czy stad wynika, ze

a) 7°(2008) jest prawdziwe .........

b) T(2009) jest prawdziwe .........

c) T(2013) jest falszywe .........

d) 7(2014) jest falszywe .........
39. O zdaniu T'(n) wiadomo, ze prawdziwe jest T'(1), a ponadto dla kazdej liczby

naturalnej n zachodzi implikacja T'(n) = T'(n+4). Czy stad wynika, ze prawdziwa jest
implikacja

a) T(80) = T(92) .........
b) T(81) = T(93) .........
c) T(96) = T(76) .........
d) T(97) = T(77) .........

40. Przedstawié liczbe 0,123(45) w postaci utamka zwyklego.
41. Przedstawié¢ liczbe 0,1(270) w postaci utamka zwyklego.

Obliczy¢ podajac wynik w postaci utamka zwyktego
42. ,/0,(4) + /3,374(9)
43. (0,2(9)+1,(09))-12,(2)
44. (0,(037))%)

45. Zapisa¢ utamek zwykly w postaci utamka dziesigtnego skonczonego lub okreso-
wego
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Liczby rzeczywiste, liczby wymierne i niewymierne.

Wyktlad: zad. 46-50

46. Dowies¢, ze nie istnieje liczba wymierna dodatnia, ktorej kwadrat jest rowny 2.

47. Czy liczba 0,(9) =0,999999... jest wymierna czy niewymierna?

48. Niech
z=1+34+9+274+81+243+...
Woéwezas
z=14+3-143-3+3-9+3-274+3-81+3-243+...=
=143 (14+34+9+27+81+243+...) =143z,
skad x=—1/2.

Jak to mozliwe, ze suma liczb catkowitych dodatnich jest ujemna i niecatkowita?
49. Dowieéé, ze liczba v/2+ /3 jest niewymierna.
Przyktad 50. Dowies¢, ze liczba log,3 jest niewymierna.

Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Zatézmy, ze liczba log,3 jest wymierna i niech m/n
bedzie jej przedstawieniem w postaci ilorazu liczb naturalnych (zauwazmy, ze jest to
liczba dodatnia). Wowczas otrzymujemy kolejno

log,3 =1
0893 = —
20 n
omin —3
om — 3"

Ta ostatnia réwnos¢ nie jest jednak mozliwa, gdyz liczba 2™ jest parzysta, a liczba 3"
nieparzysta. Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze liczba log,3 nie jest liczba wymierna.

Cwiczenia 13.10.2014: zad. 51-65
Zadania nalezy sprébowaé rozwiazaé¢ przed ¢wiczeniami. Na éwiczeniach wyjasnimy sobie
trudnosci zwigzane z tymi zadaniami.

51. Dowies¢, ze liczba /15 jest niewymierna.
52. Dowies¢, ze liczba /24 /3 jest niewymierna.
53. Dowiesé, ze liczba \/v/7— /5 jest niewymierna.

54. Niech n bedzie liczbg naturalng. Majac do dyspozycji nawiasy, n, liczby catkowite
oraz znaki +,—,-,: i Vau zapisa¢ liczbe niewymierng dodatnia mniejsza od %
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OszusTwo  55.
ZADANIE: Dowieéé, ze liczba /3 — /8 — /2 jest niewymierna.
Rozwigzanie I:
Liczba —v/2 jest niewymierna. Takze liczba /3 — /8 jest niewymierna, bo gdyby byta
wymierna, to jej kwadrat 3—+/8 tez bylby liczba wymierna, a nie jest. Zatem liczba
3—v/8— /2 jest niewymierna jako suma liczb niewymiernych.
Rozwigzanie II:

Przeprowadzimy dowéd nie wprost. Zalézmy, ze liczba \/3 — /8 —v/2 jest wymierna

1 oznaczmy ja przez w. Wtedy
w=1\/3-V8-V2
w+vV2=1/3-8

w?+2V2w+2=3-2V2
2vV2(w+ 1)+ (w—1)(w+1) =0
Dzielac ostatnig rownos¢ przez w+1 otrzymujemy
224+ w—1=0,
co stanowi sprzecznos¢ z zatozeniem wymiernosci liczby w, gdyz lewa strona réwnosci
jest liczbg niewymierng i nie moze by¢ réwna 0.
Czy powyzsze rozwigzania sg poprawne?

56. Liczby a i b sa dodatnie i niewymierne. Czy mozemy stad wnioskowaé, ze liczba
a+b jest niewymierna?

57. Liczby a+b, b+c i c+a sa wymierne. Czy mozemy stad wnioskowaé, ze liczby
a, b, ¢ s wymierne?

58. Liczby a+b, b+c i c+a sg niewymierne. Czy mozemy stad wnioskowaé, ze liczba
a+ b+ c jest niewymierna?

59. Liczby a+b, b+c, c+d i d+a sa wymierne. Czy mozemy stad wnioskowaé, ze
liczby a, b, ¢, d sa wymierne?

60. Dowies¢, ze liczba log,,18 jest niewymierna.

61. Dowies¢, ze liczba log,,50 jest niewymierna.

62. Dowie$¢, ze liczba /log,25 jest niewymierna.

63. Rozstrzygnac, czy liczba log,3+log,5 jest wymierna, czy niewymierna.

64. Dowies¢, ze nie istnieje liczba wymierna ¢ spetniajaca réwnosé

q*=5.

65. Chcemy zlokalizowa¢ potozenie wzgledem liczb wymiernych, liczby rzeczywistej
q > 1 spetiajacej rownanie z poprzedniego zadania. Dla dowolnej liczby wymiernej po-
staci m/n, gdzie m jest liczba catkowita, a n liczba naturalna, zapisaé¢ warunki m/n < ¢
oraz m/n > q uzywajac tylko liczb m, n, dzialan na liczbach catkowitych, znakéw nie-
rownosci i ewentualnie symboli logicznych.

Wykorzystaé¢ te warunki do poréwnania liczby ¢ z liczbami 5/2 oraz 25/12 (bez uzycia
kalkulatora, korzystajac z nieréwnosci typu: 25 < 27, 125 < 128).
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Konwersatorium 14.10.2014: zad. 66-72
Zadania nalezy sprébowaé rozwiazaé przed konwersatorium. Mamy 2 godziny konwersato-
rium w sali WS lub 601 (sala zostanie podana na wykladzie tuz przed konwersatorium.

66. Przy kazdym z ponizszych zdan w miejscu kropek postaw jedng z liter P, F, IN:

P - jest Prawda (tzn. musi by¢ prawdziwe)

F - jest Falszem (tzn. musi by¢ falszywe)

N - moze by¢ prawdziwe lub fatszywe (tzn. Nie wiadomo, czasem bywa prawdziwe,
a czasem falszywe)

O zdaniu T'(n) wiadomo, ze T'(1) jest prawdziwe, 7'(100) jest falszywe, a ponadto dla
kazdej liczby naturalnej n zachodzi implikacja T'(n) = T'(n+10). Wowczas:

a) T(70) oo, b) T(81) weooee.
¢) T(92) wooo... d) T(101) cooeee......
e) T(140) cooo........ £) T(75) = T(105) ............
g) T(161) = T(160) ............ h) T(51) = T(60) ............
i) T(10) = T(11) ... j) T(10) = T(12) w...........

67. O zdaniu T'(n) wiadomo, ze prawdziwe jest T'(1), a ponadto dla kazdej liczby
naturalnej n implikacja T'(2n—1) = T'(2n) jest falszywa. Czy stad wynika, ze

a) T(5) jest prawdziwe ........cccccevevvrennrnnn.
b) T'(6) jest prawdziwe ........ccccocvevvennennn.
c) T(7) jest falszywe ....cccooiiviinninnn.

d) T'(8) jest falszywe ......cccoovvviinninnn
68. O zdaniu T'(n) wiadomo, ze prawdziwe jest T'(1), a ponadto dla kazdej liczby
naturalnej n implikacja T'(3n—1) = T'(3n) jest falszywa. Czy stad wynika, ze

a) T(7) jest prawdziwe .......ccccoovrerniennene
b) T'(8) jest prawdziwe .........cccceevveenunenne
c) T'(9) jest falszywe ..o

d) T(10) jest falszywe .....ccccoviieniiinnnnn.
69. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nierownos¢

9-(3n)! N 2-(3"-n!)’.

W miejsce kropek wstawié¢ jeden ze znakéw: >, <, =, >, <.

70. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 200 szescian mozna podzieli¢ na
n szescianow.

71. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé

4
16" - ( ”) < 27" <4n> .
2n n

72. Dla liczby wymiernej dodatniej ¢ =m/n, gdzie m,n € N, zapisa¢ warunek
log,3 < q. Wykorzysta¢ ten warunek do poréwnania log,3 z liczbami 3/2, 5/3 oraz 8/5.
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