Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1A, zima 2014/15

Sprawdzian nr 2: 27.10.2014 (pn.), godz. 10:15-10:35 (material zad. 1-136, 138-150)
Kolokwium nr 1: 3.11.2014 (poniedzialek), godz. 10:15-11:00 (material zad. 1-210)

Cwiczenia 24.10.2014 (piatek): zad. 138-150

Osoby, ktére uzyskuja z kartkéwek z analizy ponizej 50% punktéw, powinny przyj$é na
¢wiczenia. Pozostali moga ograniczy¢ sie do rozwigzania tych zadan we wlasnym zakresie.

9/4
138. Ktora z liczb jest wieksza (4) czy 6 7
W rozwiazaniu wolno korzystaé z wlasnosci potegowania, wolno wykonywac obliczenia
na liczbach naturalnych mniejszych od 100 oraz wolno wykorzystaé¢ réwnosci 2! = 2048
i37=2187.

139. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi rownosé

1 1 1 1 1 1 n

3t s T e T T e a1

140. Niech
G(1)=1, G(2)=6, G(3)=5, oraz G(n+3)=3-G(n+1)+2-G(n) dla n=1,2,3,...
Dowies¢, ze wowcezas dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé
Gn)=2"4+n-(-1)".

141. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé
8n<2"+16.

142. Dowies¢, ze istnieje nieskonczenie wiele par liczb naturalnych k < n spetniajacych

réwnanie
i ny ([ n
k) \k+1)"

143. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nierownosé
n?-(n+1)%-(2n+1)
10 '

14420430+ +nt<

144. W kazdym z zadan 144.1.-144.6. udziel czterech niezaleznych odpowiedzi
TAK/NIE.

144.1. O zdaniu T'(n) wiadomo, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwe sa im-
plikacje T'(n) = T(n+3) oraz T'(n) =T (n+4). Czy stad wynika, ze prawdziwa jest im-
plikacja

a) T(100) = T(102) ......... b) T(200) = T(205) .........
¢) T(300) = T(307) ....... d) T(400) = T(410) ........
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144.2. O zdaniu T'(n) wiadomo, ze prawdziwe jest T'(1), a ponadto dla kazdej liczby
naturalnej n prawdziwe sa implikacje T'(n) = T'(n+3) oraz T'(n) = T'(n+ 100). Czy stad
wynika, ze prawdziwe jest

a) T(50) ......... b) T(100) .........
c) T(150) ......... d) T(240) .........

144.3. Czy podana liczba jest wymierna

) /(2-v2) V2 b) /(3= VL) +VII ...
c) ,/(4—@)2+\/ﬁ ......... d) \/(5—@)2+\/@ .........

144.4. Czy dla dowolnej liczby naturalnej n > 10 prawdziwa jest réwnosé

a) (T) S b) @ - ”<"2+1> .........

1
144.5. Czy roéwnosc¢ (n) + ( " > =2 (nZ ) jest prawdziwa dla

k kE+1
a)yn=10, k=3 ... b) n=20, k=7 ...
c)n=30, k=10 ......... d) n=40, k=13 .......
1
144.6. Czy roéwnoscé (Z) + <k:il> =3 (n—]: ) jest prawdziwa dla
a)n=40, k=10 ......... b) n=81, k=20 .........

c)n=122, k=30 ... d) n=163, k=40 ...

145. Przy kazdej z dziewieciu ponizszych implikacji w miejscu kropek postaw jedna
z liter P, F, N:

P - jest Prawda (tzn. implikacja musi by¢ prawdziwa)

F - jest Falszem (tzn. implikacja musi by¢ falszywa)

N - implikacja moze by¢ prawdziwa lub falszywa (tzn. Nie wiadomo, czasem bywa
prawdziwa, a czasem falszywa)

O zdaniu T'(n) wiadomo, ze dla kazdej liczby naturalnej n implikacja 7'(2") = T'(3")
jest falszywa. Co stad wynika o implikacji:

a) T(3)=T(4) ......... b) T(4) = T(5) w........
) T(71) = T(8) w.e...... d) T(8)=T(9) .........
e) T(8) = T(16) ....... £) T(9) = T(10) ........
g) T(9)=T(27) ........ h) 7(12) = T(18) .........

i) T(25) = T(27) ........

146. Dowies¢, ze liczba logg,360 jest niewymierna.

Lista 4 - 15 - Strony 14-23



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1A, zima 2014/15

147. Dobraé¢ odpowiednie liczby wymierne dodatnie C' oraz D i udowodni¢, ze dla
dowolnej liczby catkowitej dodatniej n zachodza nierownosci

6nt —3nb+2 B

6nll—3n5+3

Liczby C'i D musza spetnia¢ nieréwnosé¢ D < 8C.

W wersji trudniejszej liczby C'i D spetniaja nieréwnosé¢ D <4C.

W wersji najtrudniejszej liczby C'i D spelniajg nierownosé D < 2C.

C<

148. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

(2n+7)- (2"> >4t

n

149. Dobra¢ odpowiednie liczby wymierne dodatnie g oraz C' i udowodni¢, ze dla
dowolnej liczby catkowitej dodatniej n zachodza nieréwnosci

C C
g——< \4/n4—|—n3—n<g—|—g.
n

150. W kazdym z czterech ponizszych zadan wpisz w miejscu kropek dwie licz-
by wystepujace w ciggu 0, 1,2, 5,10, 100, 10°, 10, 102°, 10°°, 10190, 1020, 10°%0 , 101000,
12000 1()5000 110000 1()20000 150000 1 ()100000 (200000 1()500000 11000000 5 kolejnych

miejscach tak, aby powstaty prawdziwe nieréwnosci.

150.1 < 22990

150.2 < 555522 <

150.3 < <1O5>! <
10°

150.4 < <

Wyktad: zad. 151-155

Dowiesé, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodza nierownosci

2
151,22 < 2F0 5,3
n n+1 n
1 1/8 1 1/8
152. ——L< n2+n—n<7+L.
2 n 2 n
1 1/8 1 1/8
153. ——L< 3n3+n2—n<—+i.
3 n 3 n

2 2
154. 1—-—=< ¥Yn<l+—.
N4 Vn +\/ﬁ

3 3
155. 1_W< \/ﬁ<1+W'
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Ciagi.
Troche teorii

Uwaga: Umieszczanie zmiennej pod kwantyfikatorem nie jest zgodne z obowiazuja-
cymi konwencjami, ale jest bardziej czytelne niz umieszczenie obok - dlatego pozwalam
sobie na odstepstwo od panujacych regut.

DEFINICJA: Ciag (a,) jest zbiezny do granicy g wtedy i tylko wtedy, gdy
VY3IV |la,—g|<e.

e>0Nn=N
Piszemy nhi& Gy =¢.
Ciag (ay) jest rozbiezny do +oo wtedy i tylko wtedy, gdy
Y3 v oa,>M.

MNn=N
Piszemy lim a,, = +o00.
n—oo

Ciag (ay) jest rozbiezny do —oo wtedy i tylko wtedy, gdy

V3 Vv a, <M.
MNn>=N
Piszemy lim a,, = —o0.
n—oo
TWIERDZENIA:

1. CIAG ZBIEZNY MA TYLKO JEDNA GRANICE.

2. GRANICA SUMY JEST SUMA GRANIC.
Dokladniej, jesli ciagi (a,,) i (b,) sa zbiezne, to ciag (a, +b,) jest zbiezny i

nlirrolo(an%—bn) :nlirgoan—l—nlirgobn .

3. GRANICA ROZNICY JEST ROZNICA GRANIC.
Doktadniej, jesli ciagi (a,) i (b,) sa zbiezne, to ciag (a, —b,) jest zbiezny i

lim (a, —b,) = lim a,, — lim b, .
n—oo n—oo n—oo

4. GRANICA ILOCZYNU JEST ILOCZYNEM GRANIC.
Doktadniej, jesli ciagi (a,) i (b,) sa zbiezne, to ciag (a,b,) jest zbiezny i

lim (a,b,) = lim a, - lim b, .
n—oo n—oo n—oo

5. GRANICA ILORAZU JEST ILORAZEM GRANIC.
Doktadniej, jesli ciagi (ay,) 1 (by,) sa zbiezne, przy czym b, # 0 oraz 7}1—{206" #£0, to ciag
(§) jest zbiezny i

. lim a,

. —

lim — =2==

n—oo b lim b,
n—oo

6. ZBIEZNOSC I GRANICA NIE ZALEZA OD POMINIECIA LUB ZMIANY SKONCZENIE
WIELU POCZATKOWYCH WYRAZOW CIAGU.
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7. SLABE NIEROWNOSCI ZACHOWUJA SIE PRZY PRZEJSCIU DO GRANICY.

Doktadniej, jesli ciagi (a,,) i (b,) sa zbiezne, przy czym a, < b, (odpowiednio a,, > b,),
to lim a, < lim b, (odpowiednio lim a, > lim b,).

n—oo n—oo n—oo n—oo

8. KILKA PODSTAWOWYCH GRANIC.
lim n =400

n—oo

lim1=0

n—oo

lima=a

n—oo

lima"=4oco dlaa>1

n—oo

lim a" =0 dla |a| <1

n—oo

lim (—1)" nie istnieje nawet w sensie granicy niewlasciwej

n—oo

lim {/a=1dlaa>0

n—oo

lim ¥/n=1

n—oo

9. Z GRANICA MOZNA WCHODZI¢ POD PIERWIASTEK.
Doktadniej, jesli ciag (a,,) jest zbiezny, przy czym a, >0, to dla k€ N

lim ¥a, = ¥ lim a,, .
n—oo n n—oo n

10. TWIERDZENIE O TRZECH CIAGACH.
Jezeli ciagi (ay,), (b,), (c,) speliaja warunek

an <b, <cy,
oraz ciagi (a,) i (¢,) sa zbiezne do tej samej granicy g, to ciag (b,) tez jest zbiezny i jego

granicg jest g.

11. KRYTERIUM D’ALEMBERTA.
Jezeli (a,) jest ciagiem o wyrazach niezerowych oraz istnieje granica

a
lim || = g<1l,
n—oo an

to ciag (a,) jest zbiezny do zera.

Jezeli istnieje granica
a

lim || = g>1,
n—oo aTL

to ciag (a,) jest rozbiezny, a ciag (|a,|) jest rozbiezny do +oo.

Uwaga: Podstawowym zastosowaniem kryterium d’Alemberta jest badanie zbiezno$ci
szeregow, ale podana wyzej wersja stosuje sie do badania zbieznosci ciggdéw. O szeregach
bedzie mowa za kilka tygodni.

Powyzsze wlasnosci zachowuja sie w przypadku ciggéw majacych granice
niewlasciwe (tzn. rozbieznych do +0), o ile nie prowadzi to do wyrazen
nieoznaczonych.
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12. SZTUCZKI OPARTE NA WZORACH SKROCONEGO MNOZENIA.

Visvi=

r—y
Vi —y=
W= Ty g

Cwiczenia 27.10.2014 (poniedziatek): zad. 156-174
Zadania nalezy sprébowaé rozwigzaé przed ¢wiczeniami. Na ¢éwiczeniach wyjasnimy sobie
trudnoéci zwiazane z tymi zadaniami.

PRAWDA CZY FALSZ?
156. Jezeli ciagi (a,) i (b,) sa rozbiezne, to ciag (a, +b,) jest rozbiezny.
157. Jezeli ciag (ay) jest zbiezny, a ciag (b,) rozbiezny, to ciag (a,+by,) jest rozbiezny.
158. Jezeli ciag (a,) jest zbiezny, a ciag (b,) rozbiezny, to ciag (a,b,) jest rozbiezny.

159. Jezeli ciag (a,,) jest zbiezny, ciag (b,) rozbiezny, a ponadto obydwa ciagi maja tylko
wyrazy dodatnie, to ciag (a,b,) jest rozbiezny.

160. Jezeli (a,) jest ciagiem zbieznym o wyrazach dodatnich, to jego granica jest liczba
dodatnig.

161. Jezeli M — 1 to a, — %

162. Jezeli ciag (“2) jest zbiezny, to ciag (an) jest zbiezny.
163. Jezeli ciag (a2) jest zbiezny, to ciag (a,) jest zbiezny.

164. Jezeli wéréd wyrazoéw ciagu (a,) wystepuja zaréwno wyrazy dodanie jak i ujemne,
to ciag (a,) jest rozbiezny.

165. Jezeli wérod wyrazéw ciagu (a,) wystepuja zaréwno wyrazy mniejsze od 1 jak
i wieksze od 3, to ciag (a,) jest rozbiezny.

Zbadaé zbieznosé ciagu (a,) okreslonego podanym wzorem; obliczy¢ granice ciggdw
zbieznych, rozstrzygnaé czy ciagi rozbiezne majg granice niewlasciwa

1+2 0431 4+32+33+...43" V37427
166. +2+3+...+n 167.3+3 +3*°+3"+...+3 168 3n+

2 3 NS

5 5 v+ —\/—
169. Vn2+3n—n 170. n(x/n +7—n) 17 \/W NG

4 1— 2
179, vni+l—n 173, T+ (I/nn)’v/In+1

(\/m_nzf 11n3+7n+3

Lista 4 -19 - Strony 14-23



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1A, zima 2014/15

174. Ciag (a,) spetnia warunek

vV  |a,—100|<10.
n>1000

Czy stad wynika, ze
a) ciag (a,) jest zbiezny,
b) ciag (a,) jest rozbiezny,
c) kazdy wyraz ciagu (a,) jest dodatni,
d) ciag (a,) ma co najmniej jeden wyraz dodatni,
e) od pewnego miejsca wszystkie wyrazy ciaggu sa dodatnie,
£) ages < TTTTTTT,
g) a1 > 88,
h) Vv |a,—100/<1,

n>1729
i) A4 |an—100| <17,

n>345

\v4 ‘an — 99] <13,

n>5555

k) ciag (a,) jest ograniczony,

) 3 |a,—95/<37,
n>444

m) 3 J|a,—80]<37,
n>1444

n) 3 |a,—95/<37,
n<444
o) 3 Ja,—80]<37,

n<4444

p) Y 3, >0,

Q) V. |a,—66]>12,
n>1331

r) Vv Vo an—an| <7,
m>1234 n>5H678

S) \ W |an_am|<177
m>1234 n>5678

t) VvV Vo ap—an| <27,
m>123 n>45678

u) v Vo an—an| <37,
m>1234 n>5678

v) 3 3 |ap—am| <3,
m<123 n<456

w) Vv Vo aptan] <210,
m>12345 n>67890

x) Vv V. an+an| <222,
m>1296 n>T7776

y) VY Vo ap+an|>128,

m>1024 n>8192
z) 3 a, <92,

n
z) 3 a,>91.

n

Konwersatorium 28.10.2014 (wtorek): zad. 175-177

Zadania nalezy sprébowaé rozwiazaé przed konwersatorium (2 godziny w sali 601). Zacznie-

my od zadania 137. W dniu 4.11.2014 nie bedzie konwestarorium.

175. Dany jest taki ciag (a,), ze

YV ola,—T|<e .
e>0 n>5/e
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Podaé granice ciagu (ay,).
Wskaza¢ taka liczbe M, ze V|a,| < M.
Wskazaé¢ taka liczbe N, ze V a, > 6.

n>N

Wskazadé takg liczbe N, ze V a, <7,01.
Wskazac¢ taka liczbe N, ze v la, —8|>1/3.

176. Dany jest taki ciag (b,), ze
v |b,+2| <€ .

e>0 n>10/€
Podaé granice ciagu (b,).
Wskazaé taka liczbe M, ze V|b,| < M.
Wskazadé takg liczbe N, ze VYV b, <0.

n>N

Wskazaé taka liczbe N, ze V b, > —3.
Wskazac¢ taka liczbe N, ze V |b, —2| >1/10.

177. Niech ¢, =a,+b,, gdzie (a,) i (b,) sa ciagami z poprzednich dwéch zadan.
Dowiesé, ze wowezas ciag (c,) jest zbiezny, gdyz

\4 Vo Jen—5|<e.

e>0 N /e

W miejscu kropek powinna si¢ znalez¢ odpowiednio dobrana liczba.
Cwiczenia 30.10.2014 (czwartek z zajeciami pigtkowymi): zad. 178-210

Osoby, ktére uzyskuja z kartkéwek z analizy ponizej 50% punktéw, powinny przyj$é na
¢wiczenia. Pozostali moga ograniczy¢ sie do rozwigzania tych zadan we wlasnym zakresie.

Wyjasni¢, dlaczego ponizej sa same BZDURY:
178. T}LHc}of_ lim - lim \/n=0-lim /n=0

179. JLH&O(\/R+1—\/E) = lim v/n+1— lim y/n=00—00=0

—1 dla n nieparzystych

180. lim (—1) :{ 1 dla n parzystych

n—oo

181. hm =k- hmf k-0=0

HOO

Zbadaé zbieznosé ciggu (a,) okreslonego podanym wzorem; obliczy¢ granice ciagdw
zbieznych, rozstrzygnaé czy ciagi rozbiezne maja granice niewtasciwa

1 4n? 32 3,2
182, " 183. 27— L g4 HEI g VTN g M AT
n+7 n n+1 n+2 3nt+7
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4 2 5 2 _ _ _ _
187, M +n-—06 188. on’+n®—6 189. 1-243—-445—6+...—2n
3nt+7 3nt+7 219
7
14+2+4+..+2 n . (Vn+T+yn)
: 191. 192. n-(—1)" 193.
14+34+9+...+3" 14++/n n3(1+7 /—n+2)

194. Wskazac liczbe naturalng k, dla ktérej granica
- 3n* 42 VnF+1
n=00n2 4-5. /T + 74+ 7-v/n5+5
istnieje 1 jest liczba rzeczywista dodatnig. Obliczy¢ wartos¢ granicy przy tak wybranej
liczbie k.

195. Wskazaé liczbe naturalna k, dla ktorej granica

/MO +1—-n"
lim

n—00 nk

istnieje i jest liczba rzeczywista dodatnia. Obliczy¢ wartos¢ granicy przy tak wybranej
liczbie k.

196. Ciag (a,) spetia warunek

Czy stad wynika, ze
196.1 ciag (a,) jest zbiezny .........
196.2 ciag (a,) jest rozbiezny .........
196.3 ciag (a,) jest ograniczony .........
196.4 wszystkie wyrazy ciagu (a,) sa dodatnie .........
196.5 wszystkie wyrazy ciagu (a,) sa nieujemne .........
196.6 od pewnego miejsca wszystkie wyrazy ciagu (a,) sa dodatnie .........
196.7 od pewnego miejsca wszystkie wyrazy ciagu (a,) sa nieujemne .........
196.8 w ciagu (a,) wystepuje nieskoniczenie wiele wyrazéw dodatnich .........
196.9 w ciagu (a,) wystepuje nieskoniczenie wiele wyrazéw nieujemnych .........
196.10 w ciagu (a,) wystepuje co najmniej jeden wyraz dodatni .........
196.11 w ciagu (a,) wystepuje co najmniej jeden wyraz nieujemny .........
196.12 ‘Z’ ap >0 ...

196.13 Va,=20 ...

196.14 3 V a,>0 ...
N n>=N

196.15 3 V a,=20 ...
N n>N

196.16 Vv 3 a,>0 ...
N n>N

196.17 vV 3 a,=0 ...
N n>=N

196.18 Ja,>0 .........

196.19 Ja,=>20 .........
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Podaj warto$¢ granicy (liczba rzeczywista) lub granicy niewlasciwej (+oo lub —o0).
Whpisz literke R, jesli granica nie istnieje (tzn. gdy ciag wystepujacy pod znakiem granicy
jest rozbiezny, ale nie jest to rozbieznosé do +o00 ani do —o0).

197.

198. 1

199. 1

200. 1

201.

202.

203.

204.

205.

206.

207.

208.

209.

210.

Lista 4

lim

2"+3
1im =
n—o0o 5n_|_7

4n249
im —— =
n—o0 2502 449

. V197125
m ———=
n—c0 5.3 449

2n%+3 B
n=oobn2 47
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