Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1A, zima 2014/15

142. Dowies¢, ze istnieje nieskonczenie wiele par liczb naturalnych £ < n spetniajacych

roOwnanie
n n
k- = .
(1))
Rozwigzanie:

Stosujac wzor na warto$¢ wspotezynnika dwumianowego otrzymujemy

n n! n n!
(k)zkﬂ(n—kﬂ oras <k+1>:(k+1ﬂ(n—k—1ﬂ’

co po wstawieniu do rownania danego w zadaniu prowadzi do

n! n!

k- i
El-(n—k)!  (E+D!-(n—k—1)!
To z kolei daje kolejno réwnowazne postaci tego rownania:

k B 1
E-n—k—1!(n—k)  Kk-(k+1)-(n—k-1)!"
ko1
(n—k)  (k+1)’
k-(k+1)=n—Fk,
k-(k+1)+k=n,
k*+2k=n. (M)

Zatem réwnanie dane w tresci zadania jest rownowazne réwnaniu (#). Stad wyni-
ka, ze rozwigzaniem tego réwnania jest kazda para (k,n), gdzie k jest dowolng liczba
naturalng oraz n = k?+2k.

143. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nierownosé

n?-(n+1)2-(2n+1)

14424 +34+ . +nt< 0 .

Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.
1° Dla n =1 lewa strona dowodzonej nierownosci ma wartosé¢ 1, a prawa 12/10=6/5.
Zatem dana w zadaniu nieréwnosé¢ przyjmuje postaé 1 <6/5, jest wiec prawdziwa.
2° Niech teraz n bedzie taka liczba naturalng, ze
n?-(n+1)%-(2n+1)

144204304 +nt< T .

Wykazemy, ze wowczas
(n+1)%- (n+2)*-(2n+3)

P2t 43t 4t (1)t < 0 : ()

Wychodzac od lewej strony nier6wnosci (é) i korzystajac z zalozenia indukcyjnego
otrzymujemy

n?-(n+1)%(2n+1)
10

L=1"4+2 43"+ . +n*+(n+1)' < +(n+1)*=
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(n+1)2 (n+1)?

=7 (- (2n+1)+10- (n+1)?) = 0 - (20%+n? 4100 +-20n+10) =
~(n+1)? 3 2
= - (2n* +11n% 4200+ 10) .

Z kolei prawa strone nieréwnosci (d) mozemy zapisaé jako
 (n+1)*-(n+2)*-(2n+3)  (n+1)?

P = : 2)%.(2n+3) =
0 0 (n+2)°-(2n+3)
1)2 1)2
:<nir0) -(n2+4n+4)-(2n+3):(niro) -(2n3—|—8n2+8n+3n2+12n+12):
12
:(nILO) (2n%+ 1102 +20n +12) .

Stad otrzymujemy
(n+1)”
10
co konczy dowod drugiego kroku indukeyjnego.

(n+1)°
10

L< (20%+11n* +20n+10) < (20 4+ 11n% + 200 +12) = P,

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nieréwno$¢ zostata udo-
wodniona dla kazdej liczby naturalnej n.

144. W kazdym z zadan 144.1.-144.6. udziel czterech niezaleznych odpowiedzi
TAK/NIE.

144.1. O zdaniu T'(n) wiadomo, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwe sa im-
plikacje T'(n) = T'(n+3) oraz T'(n) =T (n+4). Czy stad wynika, ze prawdziwa jest im-
plikacja

a) 7(100) = T(102) NIE b) 7'(200) = 7'(205) NIE

c) T(300)=T(307) TAK d) T(400)=T(410) TAK

144.2. O zdaniu T'(n) wiadomo, ze prawdziwe jest T'(1), a ponadto dla kazdej liczby
naturalnej n prawdziwe sa implikacje T'(n) = T'(n+3) oraz T'(n) = T(n+100). Czy stad
wynika, ze prawdziwe jest

a) T(50) NIE b) T(100) TAK
c) T(150) NIE d) T(240) TAK
144.3. Czy podana liczba jest wymierna
a) /(2-v2) +V2 TAK b) /(3 V11)*+ VII NIE
¢) \/ (4~ v13)"+ VI3 TAK d) \/(5-v29)" ++/29 NIE
144.4. Czy dla dowolnej liczby naturalnej n > 10 prawdziwa jest réwnosé
1
( >_nTAK b) ( ) (”; ) NIE
—2
<) ( ) (n=2) N1
(n—2)(n—3)
TAK

) (4) ="
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1
144.5. Czy réwnoscé (Z) ( " > 2. <n+ ) jest prawdziwa dla

k+1 k
a) n=10, k=3 TAK b) n=20, k=7 NIE
c) n=30, k=10 NIE d) n=40, k=13 TAK
1
144.6. Czy rownosé (Z) <k:lt 1) 3- <n—]|{— ) jest prawdziwa dla
a) n=40, k=10 NIE b) n=81, k=20 NIE
c) n=122, k=30 TAK d) n=163, k=40 NIE

145. Przy kazdej z dziewieciu ponizszych implikacji w miejscu kropek postaw jedna
z liter P, F, N:

P - jest Prawda (tzn. implikacja musi by¢ prawdziwa)

F - jest Falszem (tzn. implikacja musi by¢ falszywa)

N - implikacja moze by¢ prawdziwa lub falszywa (tzn. Nie wiadomo, czasem bywa
prawdziwa, a czasem falszywa)

O zdaniu T'(n) wiadomo, ze dla kazdej liczby naturalnej n implikacja 7'(2") = T'(3")
jest falszywa. Co stad wynika o implikacji:

a) T(3)=T(4) P b) T(4)=T(5) N
c) T(7)=T(8) P d) T(8)=T(9) F
e) T(8) = T(16) P £) T(9) = T(10) P
g) T(9)=T(27) P h) T(12) = T(18) N

i) T(25)=T(27) N
146. Dowies¢, ze liczba logg,360 jest niewymierna.

Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowo6d nie wprost. Zatézmy, ze liczba logg,360 jest wymierna i niech
m/n bedzie jej przedstawieniem w postaci ilorazu liczb naturalnych (zauwazmy, ze jest
to liczba dodatnia). Wéwczas otrzymujemy kolejno

m
| 360 =—
080 n

60™/™ = 360
60" = 360" .

Rzozkladajac obie strony powyzszej rownosci na iloczyny poteg liczb pierwszych otrzy-
mujemy

22m 3m 5m 23n 32n 5n
7 twierdzenia o jednoznacznosci rozktadu na czynniki pierwsze wynika, ze wyktadniki
przy odpowiednich potegach liczb pierwszych po obu stronach réwnosci sa réwne, co
prowadzi do nastepujacego uktadu rownan:

2m = 3n
m = 2n
m = n
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Jednak powyzszy uktad réwnan nie ma rozwiazan w liczbach dodatnich m, n, gdyz
wowcezas mieliby$my
m=2n>n=m.

Doszlismy wiec do sprzecznodci z zalozeniem, ze liczba logg,360 jest wymierna.

Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze liczba logg;360 jest niewymierna.

147. Dobraé¢ odpowiednie liczby wymierne dodatnie C' oraz D i udowodnié, ze dla
dowolnej liczby catkowitej dodatniej n zachodza nieréwnosci

6n't —3n®+2
S5 7 5 S

6n'!t —3n°+3
Liczby C'i D musza spetnia¢ nieréwnosé¢ D < 8C.
W wersji trudniejszej liczby C'i D spetniaja nieréwnosé¢ D < 4C.
W wersji najtrudniejszej liczby C'i D spelniajg nierownosé D < 2C.
Rozwigzanie:

Przeprowadzamy szacowanie od gory:
6n't —3n542  6ntt—0+2nt  8n't 8

6nl! —3n5+3 ~6n!'—3n!140 3nll 3
Przeprowadzamy szacowanie od dotu:
6n''—3n°4+2 _6n''—3n'"+0 3n'' 1 _c

6n'1—3n5+3~ 6nll—0+3n'l  9nll 3
co daje zaleznos¢ D =8C' wystarczajaca do rozwiazania najlatwiejszej wersji zadania.

Subtelniejsze szacowania wykorzystujg nieréwnosci —3n542< —-34+2=—-1<0 oraz
—3n°+3 < —3+3=0 zamiast odpowiednio —3n°® <0 oraz —3n° <0 i wygladaja naste-
pujaco:

6n'' —3n°4+2  6n''+(-3n°+2) < 6n''—0  6n't
6n!l—3n°+3  6n'—3n5+3  6nll—3n!l+0 3nll
6n't —3n%+2 6n't —3n®+2 6n''—3n''+0 3n'' 1

6n'l—3n5+3  6n'l+(—3n5+3)°  6nll—0 6nll 2

To daje zaleznos¢ D =4C wystarczajaca do rozwiazania wersji trudniejsze;j.

2=D,

=C.

Mozna tez zauwazy¢, ze
6n'' —3n°+2< 60t —3n°+2<6nM —3n°+3,
skad
6n't —3n%42
6nil —3n5+3
Zatem rozwigzanie wersji trudniejszej mozna uzyskaé¢ takze przy uzyciu szacowan
z C=1/3 oraz D=1.

<1=D.

Przedstawione wyzej szacowania z C'=1/2 oraz D =1 skladaja sie na rozwiazanie
wersji najtrudniejsze;j.
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148. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nierownosé
2
(2n+7)- ( ") > 4nl
n

Rozwigzanie:
Zamierzamy przeprowadzi¢ dowdd indukeyjny.

1° (w tej chwili wydaje nam sie, ze jest to pierwszy krok indukcyjny) Dla n =1 mamy

(2n+7)- (2"

>:9-2:18
n

oraz
4l =42 =16,

a zatem dana w zadaniu nieréwnos$é¢ przyjmuje postaé 18 > 16, jest wiec prawdziwa.

2° Niech teraz n bedzie taka liczba naturalng, ze
2
(2n+7)- ( ") > 4t
n

Chcemy wykazac, ze

oM+ 2
(2n+9)-< " >>4"+2.
n+1

Wychodzac od lewej strony powyzszej nierownosci otrzymujemy
(2n+9)-(2"+2> (2n+9)(2n+2)! _ (2n+9)(2n)!(2n+1)(2n+2)

n+1 (n+1)!(n+1)! nl(n+1)nl(n+1)
B (2n\ (2n+9)(2n+1)(2n+2) o (2n) 2(2n+9)(2n+1)
=(2n+7) <n> Cnt e 2D <n> @t )t 1)
w1 22n+9)@2n+1) oy e
C (2n+T)(n+1) Z 4T A=A,
o ile udowodnimy, ze
2(2n+9)(2n+1)
2n+7)(n+1)

Powyzsza nieré6wnosé jest rownowazna kolejnym nieréwnosciom
22n+9)(2n+1) >4(2n+T7)(n+1),
(2n+9)(2n+1)>222n+T7)(n+1),

4n® +18n+2n+9>2(20% +Tn+2n+7) ,
4n?+20n+9>4n*+18n+14,

2n>5,

5/2.

Wobec tego, ze liczba n jest catkowita, powyzsza nieréwnos¢é jest rownowazna nieréwnosci
nz=3.

VoS

n
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Drugi krok indukeyjny zostat wiec przeprowadzony tylko dla n > 3.

Dla kompletnosci dowodu nalezy sprawdzi¢ dang w tresci zadania nieréwnos¢ dla
n =2 oraz dla n = 3. Sprawdzenie dla n = 3 okazuje si¢ przejmowac role pierwszego kroku
indukcyjnego, a sprawdzenie dla n =2 weryfikuje dowodzong nieréwnos$¢ w przypadku,
ktory dotad nie zostal sprawdzony, ani tez nie wynika z dowodu indukcyjnego.

Dla n =2 otrzymujemy

4
11-<2> =11-6=66>64=43.

1° (to okazuje sie by¢ pierwszym krokiem indukcyjnym) Dla n =3 otrzymujemy
13- (g) =13-20=260 > 256 =4".

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nieréwno$¢ zostata udo-
wodniona dla kazdej liczby naturalnej n > 3, a ponadto wykonalismy bezposrednie spraw-
dzenie dla n=1 oraz dla n=2.

Uwaga:

Sprawdzenie dla n =3 nie wydaje sie¢ wymaga¢ wiele pracy, jednak brak swiadomosci
koniecznosci wykonania tego sprawdzenia jest bardzo powaznym bledem.

149. Dobra¢ odpowiednie liczby wymierne dodatnie g oraz C' i udowodni¢, ze dla
dowolnej liczby catkowitej dodatniej n zachodza nieréwnosci

C C
g——<Vnitnd-n<g+—.
n n

Rozwigzanie:
Nieréwnosci dane w tresci zadania mozna przepisa¢ w postaci

‘\4/n4+n3—n—g‘<i. (M)

Sposob I
Korzystajac dwukrotnie ze wzoru na roznice kwadratéw, przepisujemy lewa strone
nieréwnosci (#) w postaci niezawierajacej réznicy wyrazen zblizonej wielkosci:

[V g = [V | = O]

\4/n4+n3+n+g
In* +n— (n+g)*!|

(VnrFnd+n+tg)- (Vi +nd+ (n+g)?)
B Int4+n? —n* —4gn3 —6g°n? —4g*n — g*| B
- (VT ndtntg) (Valni+(n+g)?)

|(1—4g)n®—6g°n® —4g°n—g’|

(VT ni+n+g)- (VaT+ni+(n+g)?)
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W liczniku ostatniego wyrazenia dominujacym skladnikiem wydaje sie byé¢ (1—4g)n?
Aby wyrazenie to miato mozliwie maly rzad wielkosci, dobieramy ¢ tak, aby ten sktadnik
byt rowny zeru, czyli przyjmujemy g=1/4. Przy tej wartosci g (ktérej nie podstawiamy
od razu do wzoru, aby unikna¢ niepotrzebnych rachunkéw na utamkach szacowanych
pozZniej przez zero) wykonujemy szacowanie od gory:

|—69°*n? —4g3n — g*| B 6g°*n% +4g¢°n + ¢*
(\4/n4+n3+n+g>-(x/n4+n3—i—(n+g)2) (Vni+nd+n+g)- (\/n4—|—n3+(n+g))
6g°n? +4¢°n*+g*n (62 +4¢°+4¢")-n*  69°+4¢°+g* _C

(\/n4 +n—|—0> (\/n4 0+ (n+0)2 ) 2n-2n? B 4n n’
co konczy rozwigzanie zadania z
69°+4g°+g*  6-16+4-441 _96+16+1 113
4 B 1024 1024 1024 °
Koncéwke oszacowan mozna tez wykonaé w oparciu o zaleznodci 4g = 1, czyli 4¢° = ¢*
oraz ¢? <1, czyli g* < ¢%. Otrzymamy wéwczas
6 Hg' gt 6P totd S 8 18
4n 4n dn  42-4n  n
co zakonczy rozwiazanie zadania z C'=1/8.

Sposéb 11

Zamiast korzysta¢ dwukrotnie ze wzoru na réznice kwadratéw, mozna skorzystaé
ze wzoru na réznice czwartych poteg w postaci

a*—bv?
T B tra?btabl? b3
Woéwezas lewa strone nieréwnosci (#) mozna przepisaé jako
4. .3 _
‘4rn4+n3—n—g‘: - . |7z +n (2”—1-9) |
(\/n4—|—n3> +(n+g)- (\/n4—|—n3> +(n4g)% Vit nd+ (n+g)
_ Int4+n3 —n* —4gn3 —6¢°n* — 4¢°n — ¢*| B
= 3 2
<\4/n4—|—n3) +(n+g)- (\4/n4+n3> +(n4g)2- Vit nd+ (n—l—g)
|(1—4g)n’ —6g°n*—4g°n — g'|
3
<\4/n4+n3) +(n+g)- (\4/n4+n3) +(n+g)? Vnt+n3+ (n+g)

W liczniku ostatniego wyrazenia dominujacym sktadnikiem wydaje sie by¢ (1 —4g)n?
Aby wyrazenie to miato mozliwie maly rzad wielkosci, dobieramy ¢ tak, aby ten sktadnik
byl réwny zeru, czyli przyjmujemy g =1/4. Przy tej wartosci g (ktérej nie podstawiamy
od razu do wzoru, aby unikna¢ niepotrzebnych rachunkéw na utamkach szacowanych
poZniej przez zero) wykonujemy szacowanie od gory:

|—69°n* —4g°n— g
3 2
(\4/n4+n3> +(n+g)- <\4/n4—|—n3) +(n4g)% Vit nd+ (n+g)

_ 6g°n’+4g¢°n+g* _

(Va5 m) 4 (n+g)- (VT ) + (n+9)2- YT T8 + (n+ 9)?

C:

a—
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- 6g°n?+4g3n? + g*n? B
3 2 -
(VnT+0) "+ (n+0)- (Vnr+0) +(n+0)2- ¥n 40+ (n+0)3
(69° +4g°+¢%)-n* _ 69> +4g°+4*
4n3 4n '

Dalsza czes¢ rozwiazania przebiega tak samo jak w sposobie I.

Sposob III (dosé karkolomny rachunkowo i nie polecany, ale chodzi o pokazanie, Ze tak
tez mozna)
Stosujemy wzory skréconego mnozenia do srodkowej strony nieréwnosci danej w tresci

zadania:
3

VT = 3 " |
(VT n3) +n- (VnT03) 402 /T4 03 +n?
Zwracamy uwage, ze dla duzych n sktadniki n® wystepujace pod pierwiastkami w mia-
nowniku ostatniego wyrazenia majg niewielki wptyw na jego wartosé¢ i zgadujemy, ze
g=1/4.
Wobec tego

3 1
D e e e e e
( n4—|—n3) +n- ( n4—|—n3) +n?-vnt4nd4n?
3 2
4n3 — <(\4/n4—1—n3) +n- (\4/n4+n3) +n?- \4/n4+n3+n3>
3 2
4- ((\4/n4+n3) +n- <\4/n4—|—n3) +n?- \4/n4—|—n3+n3)
3 2
'3713— (\4/n4—|—n3) -n- (\4/n4—|—n3) —n?-v/ni+nd
3 2 :
4- (<\4/n4—|—n3> +n- (\4/n4+n3) +n?- \4/n4+n3+n3)
Korzystajac z tozsamosci
3a® —b* —ab® —a’b=(a—b)- <3a2 + 2ab+b2)
oraz 7 przytoczonego w sposobie I wzoru na réznice czwartych poteg kontynuujemy
przeksztalcanie, a nastepnie szacujemy od gory:

30— (VT nd) —n- (Vi Td)” =2 Yt
4. ((é/m)3+n-(4¢m)2+n2-4¢m+ns) i
In— W’-(i&n?j@n- Vi nd + ({“/n4+n3)2>
4 ((W)3+n~ (Yt 3)" 2. Wﬂﬁ)
n®- (3n2+2n- Yn* 40+t nd)

— 2<

4 (V) o (Vi) 2 Y4
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n3- (3n2+2n- (4/n4+15n4+\/n4—|—3n4)
< 5 =

4. <( y n4+0)3+n- ((4/m4—+0)2+n2- m+n3>

n®-(3n°+2n-2n+2n%  9n®  9/64
4-(4n3)? T 64nS n

co koriczy rozwiazanie zadania z C' =9/64.
Wykorzystanie oszacowania Vni+nd < Vnf+dnd=n-V5<n- V/81/16 =n-3/2 po-
zwolitoby uzyskaé¢ C'=1/8.

Uwagi:

Liczba g jest wyznaczona jednoznacznie. Kazde rozwiazanie z g # 1/4 jest bledne.

Nietrudno przesledzi¢ powyzsze rozwiazanie i stwierdzi¢, ze w istocie zachodza nie-
rownosci . © .

4
———<Vni4nd-n<—,
4 n 4

czyli sktadnik C'/n po prawej stronie danych w tresci zadania nier6wnosci mozna pomi-

na¢, dowodzac tym samym nieréwnosci mocniejsze;j.

150. W kazdym z czterech ponizszych zadan wpisz w miejscu kropek dwie licz-
by wystepujace w ciggu 0, 1,2, 5,10, 100, 10%, 10, 102°, 10°°, 10190, 1020, 105%0 10000,
102000 105000 1010000 1020000 1050000 10100000 10200000 10500000 101000000 na kolejnych

miejscach tak, aby powstaty prawdziwe nierownosci.

150.1 1010000 < D9IOS~ 420000

150.2 1050 < 5555222 < 11000

150.3 10200000 <1O5>! < 10500000
10°

150.4 10290 <L < 10°%

100

194. Wskaza¢ liczbe naturalna k, dla ktorej granica
. 3n2+2-V/nk+
im
n—=0on2 4 5. YT+ T +7- \/n5+

istnieje i jest liczba rzeczywista dodatniag. Obliczy¢ warto$é¢ granicy przy tak wybranej
liczbie k.

Rozwigzanie:
Dzielgc licznik i mianownik danego wyrazenia przez n®? otrzymujemy

li 377, +2 \/’I’Lk — 1 n1/2 +2 \6/nk 15+ i

im im

n=00on2 4 5. YT+ 747 \/714 oo 1/2—|—5 \/ 1/2+n15/2+7 \/H—
Mianownik ostatniego wyrazenia dazy do 7 przy n — oo, natomiast licznik ma granice

skonczona dodatnia dla k=15 i granica licznika jest wtedy rowna 2.
Odpowiedz: Przy k=15 granica jest réwna 2/7.
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Uwaga: Liczba k =15 jest jedyna liczba spetniajaca warunki zadania. Jednak zgodnie
z poleceniem wystarczyto wskazac¢ k, bez koniecznosci uzasadnienia, ze takie k jest tylko
jedno.

195. Wskazac liczbe naturalng k, dla ktorej granica

VN4 42 +1—n"
lim

n—00 nk

istnieje i jest liczba rzeczywista dodatnia. Obliczy¢ wartos¢ granicy przy tak wybranej
liczbie k.

Rozwigzanie:
Korzystajac ze wzoru na réznice kwadratéw przepisujemy wystepujace pod znakiem gra-
nicy wyrazenie w postaci niezawierajacej w liczniku réznicy wyrazen zblizonej wielkosci,
a nastepnie dzielimy licznik i mianownik przez n®:

V4 4+n24+1—nT In?+1

lim - = lim =
n—00 n oo pk. (\/n14+9n9+1+n7)
. 9+4n~9
= lim .
oo k=2, (\/1 +9n 54 n-144 1)

Dla k£ =2 otrzymujemy
i 9+n~"? _ 9+0 9
=0/ T49n 5+ M4+1  VI+040+1 27
Odpowiedz: Przy k=2 granica jest réwna 9/2.
Uwaga: Liczba k =2 jest jedyna liczba spetniajaca warunki zadania. Jednak zgodnie
z poleceniem wystarczyto wskazac¢ k, bez koniecznosci uzasadnienia, ze takie k jest tylko
jedno.

196. Ciag (a,) spemia warunek
V 3V |a,—1|<e.

e>1 N n>N
Czy stad wynika, ze

196.1 ciag (a,) jest zbiezny NIE
196.2 ciag (a,) jest rozbiezny NIE
196.3 ciag (a,) jest ograniczony TAK
196.4 wszystkie wyrazy ciagu (a,) sa dodatnie NIE
196.5 wszystkie wyrazy ciagu (a,) sa nieujemne NIE
196.6 od pewnego miejsca wszystkie wyrazy ciagu (a,) sa dodatnie NIE
196.7 od pewnego miejsca wszystkie wyrazy ciagu (a,) sa nieujemne TAK
196.8 w ciagu (a,) wystepuje nieskonczenie wiele wyrazéw dodatnich NIE
196.9 w ciagu (a,) wystepuje nieskonczenie wiele wyrazéw nieujemnych TAK
196.10 w ciagu (a,) wystepuje co najmniej jeden wyraz dodatni NIE
196.11 w ciagu (a,) wystepuje co najmniej jeden wyraz nieujemny TAK
196.12 VY a, >0 NIE
196.13 ' a, >0 NIE
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196.14 a, >0 NIE

n>N

\%
>
YV a,>0 TAK
>N

3 a,>0 NIE

n>N

3 a,>0 TAK

n>N

a, >0 NIE
a, >0 TAK

196.15
196.16
196.17

196.18

SW W z2<C =z zZW =z

196.19

2n’+3 2

197. 1i _
WS B2 47 5

27L
198. Iim +3:
nSoo 547
2
109. lim VA H9

im ———— =
n—0o025n2 +49

V4-9"+25 2

200. lm ———= —

0

201. lim = -

4 1
202. lim( +7"+):

203. lim

204. lim

205. lim

[
(
(
206 o (v
(
(
(

207. lim

208. lim

209. lim )
2
1
210. lim (\/4n3+n\/ﬁ—2n\/ﬁ> =3
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