Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1A, zima 2014/15

616. Dobra¢ odpowiednia liczbe wymierna dodatnia C' i udowodni¢, ze dla dowolnej
liczby rzeczywistej dodatniej x zachodza nieréwnosci
8r+7

o<t
5r++/x+8

<6-C.
Rozwigzanie:
W przypadku, gdy x > 1, wykonujemy nastepujace szacowania:
4 8  8zr+0 8r+7 8r+T7r 15
7 14 brt+a+8c  Sr+T+8 5r+0+0 5
Natomiast w przypadku, gdy 0 < x < 1, oszacowania wygladaja nastepujaco:
1 7 0+7 < 8r+7 8+7 15

2 14 5+1+8 brt+yz+8 0+0+8 8§

Zauwazamy, ze

11
27
oraz 15
<3.
8
Zatem dla dowolnej liczby rzeczywistej dodatniej x zachodzg nieréwnosci
1 8r+7
P G — .
2 " br+T+8

mozna wiec przyja¢ C'=1/2.

617. Dobra¢ odpowiednia liczbe wymierna dodatniag C' i udowodni¢, ze dla dowolnej
liczby rzeczywistej x zachodza nierownosci

1825 +192* +20

C< <10-C.
= 2125 4+2022 + 19
Rozwigzanie:
W przypadku, gdy |z| > 1, wykonujemy nastepujace szacowania:
3 18 182° +0+0 18x6—|—19:c4—|—20<18x6+19x6+20x6_ﬂ_19
10 60 2126 +2026 41926 = 2126 +2022+19 21264040 21 7'

Natomiast w przypadku, gdy |z| <1, oszacowania wygladaja nastepujaco:

1 0+0+20 - 1825 +192*+20 B 184+19+20

3 21+20+19 212642022419 ° 0+0+19
Zauwazamy, ze

3 - 1
10 3
19
7
Zatem dla dowolnej liczby rzeczywistej x zachodza nieréwnosci
6 4
3 18x°+19x +20<37

10 2126 4+2022+19
mozna wiec przyja¢ C'=3/10.

oraz

<3.
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618. Wybra¢ odpowiednig liczbe catkowita N i udowodni¢, ze dla dowolnej liczby
rzeczywistej x zachodzi nieréwnosé

30487 +9e
oraz wykazac¢ istnienie takiej liczby rzeczywistej x, ze
3* 44749
o AT N1
3¢ 487 49

Rozwigzanie:
Rozpatrzymy dwa przypadki.
1° Dla x > 0 zachodzi nieréwnosé¢ 4* < 8”, skad
3T4+4"4+9" <3 +8 497,
czyli
3489

2° Niech teraz x < 0. Woéwcezas 4% > 8%, skad
3" +4"4+9° > 3"+ 8" +9%,
czyli
3*4+47+97
Ponadto korzystajac z nieréwnosci 4* < 3”7 dla z <0 otrzymujemy
3T +4T+9*  3T43°4+9"  3T+3"+97+97

< < 2.
3F+8*+9*  3T4+0+497 3 +9*

Wykazalismy wiec, ze

X 433 X
SHHY o dla 230
oraz 50 4 4% 4 g
<——<2 d <0.
3% 4+ 8% 497 v

Odpowiedz: Warunki zadania sa spetnione przez liczbe N =2.
619. Niech funkcja f:[25, o) — R bedzie dana wzorem f(z)=+/z.
Zdanie Z: Dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y € [25, 00) zachodzi nieréwnosé

|f (@)= f)| <C-[z—yl.
a) Dowies¢, ze zdanie Z jest prawdziwe dla C'=1/10.
Rozwigzanie:

Przeksztatcamy i szacujemy lewa strone dowodzonej nieréwnosci korzystajac z nieréw-
nosci x, y > 25:

[z =y =yl _lr—yl_|z—yl
@)= f)l=[Ve=vil= e e e m T s = 10

co stanowi dowdd danej w tresci zadania nieréwnosci dla C'=1/10 i dowolnych x, y > 25.
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b) Dowies¢, ze zdanie Z jest falszywe dla C'=1/12.

Rozwigzanie:

Dla x =25 oraz y =36 mamy |z —y| =11 oraz
[z =yl _ Jx—yl
f@) = ) =1= S

wskazalismy wiec przyktad liczb x, y > 25, dla ktérych dana w tresci zadania nieréwnosc
jest falszywa przy C'=1/12.

Nie jest wiec prawda, ze ta nieréwnosé¢ zachodzi dla dowolnych liczb rzeczywistych
x,y €[25, ).

620. Dana jest funkcja f: R — R okreslona wzorem f(z)= v/z2+ 16 . Dowiesé, ze dla
dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé

[z —y|
@) =)l < =

Rozwigzanie:
Skorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia

at—bt = (a2—62) : (a2—|—b2) =(a—b)-(a+D)- (a2+b2) )
ktory przy zatozeniu a+b# 0 mozna zapisa¢ w postaci
a— b
(a+b)-(a2+0%)"
Przyjmujac a= v22+16 oraz b= /y2+ 16, zauwazamy, ze a+b>0 i przeksztalcamy

lewa strone dowodzonej nierownosci:

[f (@)= fy)l =

a—b=

Va2 +16— \4/y2+16‘ =

(22 +16) — (y*>+16)
(Va?+16+ /y7+16) - (Va2 + 16+ +16)

’|

|22~y
(VaZ+16+ {/y?+16) - (Va2 +16+/y? +16)
|z —yl |z +y|
(Va?+T16+ 57 +16) - (Va?+16++/47+16)

Korzystajac z nieréwnosci trojkata i wykorzystujac réwnosé |z| = v a? otrzymujemy:

2 +y| < o]+ [yl = Va2 +/y? < Va2 + 16+ [y + 16,

skad
[z 4yl

V22 +16+/17+16

Ponadto zauwazamy, ze
1 1 1 1

< g g .
VZ+16+ V2 +16  v0+16+v0+16 2+2 4
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Wykorzystanie tych nieréwnosci pozwala dokonczy¢ oszacowania:

[z —yl- [z +yl| _
(Va2 16+ Vg7 16) - (Va?+ 16+ /4 16)
1 |z +y| 1 |z —y|
:ll‘—y| 4 P} 4/ ’ P} 2 <|l‘_y|.7.]‘:7
V2 16+ Vy2+16 Va2 +164+y2+16 4 4

621. Udowodni¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y zachodzi nieréwnosé¢
[f (@)= fy)l <|lz—yl,
gdzie f(z)=+x?+37.

Rozwigzanie:
Przeksztatcamy lewa strone dowodzonej nierownosci:

Va2 +37+/y?+37
) — = |Va2+37— 2+37’:‘\/:c2+3 —~ 2+37‘- =
7@~ Fw)l = W VP e
_ |x2_y2| :|x—y| |ZL’—|—y|
Va2 +3T+y2+37 Va2 +37+y2+ 37

Dowod danej w tresci zadania nieréwnosci bedzie zakonczony, jesli wykazemy nierow-
nos¢

|7+
S
Va2 + 37+ yr+37
ktora jest rownowazna nieréwnosci
|z 4+y| < Va?2+3744/y?+37.

Powyzszg nieréwnos¢ dowodzimy korzystajac z nieréwnosci trojkata i wykorzystujac
réwnosé |x|=vx2:

o+ y| < ||+ |y] = Va® +/y? < Ve 3T +/y +37.

1
622. Niech funkcja f:[8, c0) — R bedzie dana wzorem f(z) = —.
Zdanie Z: Dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y € [8, o0) zachodzi nieréwnosé

[f(2) = f)<C-lz—yl.

a) Dowies¢, ze zdanie Z jest prawdziwe dla C'=1/60.

)

Rozwigzanie:
Przeksztatcamy i szacujemy lewa strone dowodzonej nieréwnosci korzystajac z nieréw-
nosci x, y > 8:

1
HORMUOIEIEES

Hol=yl o=yl _lz—yl le—yl
Yy 8-8 64 60

co stanowi dowdd danej w tresci zadania nieréwnosci dla C'=1/60 i dowolnych z, y > 8.

b) Dowies¢, ze zdanie Z jest falszywe dla C'=1/80.
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Rozwigzanie:
Dla z =8 oraz y =9 mamy |r—y|=1 oraz
1 |z—y

@)= S == >

wskazaliSmy wiec przyktad liczb x, y > 8, dla ktérych dana w tresci zadania nieréwnosc
jest falszywa przy C'=1/80.

Nie jest wiec prawda, ze ta nieréwnosé¢ zachodzi dla dowolnych liczb rzeczywistych
z,y€[8, 00).

623. Dla funkcji f: (0, 00) — R okreslonej podanym wzorem wskazaé¢ odpowiednie
liczby rzeczywiste dodatnie x, y i udowodni¢ nieréwnosé

[f(x) = f(y)| > 100z —y].
a) f(z)=a"

Rozwigzanie:
7 rownosci

@)= fW)l =] = = (x+y)-]o—y|
wynika, ze warunki zadania spelnia dowolna para réznych liczb rzeczywistych dodatnich
x, y speliajacych warunek

r+y>100.

Mozemy wiec wskaza¢ x =50, y=>51.

b =—

) Ja)=-

Rozwigzanie:

7 réwnosci
1 1 1
)= 0= = 2= Lo

wynika, ze warunki zadania spetnia dowolna para réznych liczb rzeczywistych dodatnich

x, y speliajacych warunek
1
—>100,

Ty
czyli
1
Ty < —.
Mozemy wiec wskaza¢ ©=1/10, y=1/11.
624. Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem f(z)= vz1+1. Dowiesé, ze dla
dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé
[f (@)= f)l <|z—y|.
Rozwigzanie:
Skorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia

a'—b'= (>~ 1?) - (a®+b?) = (a—b)-(a+b)- (> +1?) ,
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ktory przy zatozeniu a+b# 0 mozna zapisa¢ w postaci
4 b4
a
(a+0b)-(a®>+b?)"
Przyjmujac a = vzl +1 oraz b= /y*+1, zauwazamy, ze a+b > 0 i przeksztalcamy lewa
strone dowodzonej nierownosci:

|f(z) = f(y)l =

a—b=

Vat+1- \4/3/44—1‘ =

(z'+1)—(y* +1)
({*/x4+1+ {*/y4+1)-(\/x4+1+\/y4+1)

i

= (1)

_ |2t —y
(Va™+ T+ vy 1) - (Va'+ T+ +1)
_ |22 —y?]- (2% + )
(V' + T+ 1) - (Ve + T+ +1)
_ 2=yl |z +yl- (2% +y?) (2)
(Var+ 1+ Y+ 1) - (Ve + 1+ Vi 1)
Korzystajac z nieréwnosci tréjkata i wykorzystujac réwnosé |z| = Vit otrzymujemy:

lz+y| <|z|+|y|= Vit (‘/y:< Vit 1+ Jyrt1,

skad
[z +y|

Var+ 1+ Yy ™+ 1
Podobnie, wykorzystujac réwnoéé 22 =+ x* otrzymujemy:

a:2—|—y2:\/x4—|—\/g< Vat+1+4/yr+1,

<1. (3)

skad .
e+
¢x4+1+?i/y4+1<1' @)
Potaczenie tych nieréwnosci pozwala dokonczy¢ oszacowania:
[z —y|-lz+y|- (=° +y°)
(Var+ T+ V™ 1) - (Ve + T+ +1)
oy |z +y] _ 2 +y?

Vb 1T+ Vi1 Vat+ 1+t + 1

Sle—yl-1-1=[z—y|.

625. Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem f(z)= v22+1. Dowieéé, ze dla
dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé

[z~
@)=yl < =5

Lista 8 (rozwigzania) - 112 - Strony 107-121



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1A, zima 2014/15

Rozwigzanie:
Skorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia

a'—b'=(a®=b*)- (a®+0?) = (a—b)- (a+b)- (a®+1) |
ktory przy zatozeniu a+0b# 0 mozna zapisa¢ w postaci
a*— b
(a+b)-(a2+0%)"
Przyjmujac a = v/22 +1 oraz b= 42+ 1, zauwazamy, ze a+b > 0 i przeksztalcamy lewag

strone dowodzonej nierownosci:

[f (@)= f(y) =

a—b=

Vai4+1— \4/y2—{—1‘:

(2*+1)—(y*+1)

:hé%l+r+$ﬁ+&)(¢ﬁ+1+vw+&): @

_ |22 — 1] _
(Ve + 1+ Y7+ 1) - (Va2 + 1+ VP 1)
[z —y[-|z+y]
(2)

- (Va2 1+ VL) (Va1 VP FL)
Korzystajac z nieréwnosci trojkata i wykorzystujac réwnosé |z| = v a? otrzymujemy:

oyl < o] +]y| = Va2 +/y? < V@ T+ /y2+1,
skad
|z +y|

<1. 3
Va2 +1+y?+1 ®)

Ponadto zauwazamy, ze
1 1 1 1

< — —
V2 1+ Y7 F1  V0+1+v0+1 1+1 2
Wykorzystanie tych nieréwnosci pozwala dokonczy¢ oszacowania:

[z —yl- [z +yl _
(Va+ 1+ Y7+ 1) - (Va2 T+ VP 1)
R L S L/ P S
Ve 14+ VP2 +1 Vol + 14+ 41 2 2

626. Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem f(z)= Vz1+1. Dowiesé, ze dla
dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé

[z —y|
@)=yl < =5~

Rozwigzanie:
Skorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia

a® — b= (a' = b") - (a'+b") = (> = 17) - (a®+0?) - (' +b") =
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=(a—"b)-(a+0)- (a2+b2) . (a4—|—b4> ,
ktory przy zatozeniu a+0b# 0 mozna zapisa¢ w postaci
CL8 _ bS
(a+Db)- (a2 +0%)-(a*+b%)

Przyjmujac a = V21 +1 oraz b= /yT+ 1, zauwazamy, ze a+b> 0 i przeksztalcamy lewg
strone dowodzonej nierownosci:

()= f(y)| = x/8m4+1—\7ﬁ‘:

(¢'+1)—('+1)
(V14 ¥y 1) - (Va 1+ V1) - (V™ 1+ Vo' +1)

a—b=

_ 2% —y'|

(VT 1+ W) (Va1 D) (VaT T L VYT
[z —y|- |z +y|- (z° +y%)

(Vam 1+ 1) - (Va™+ 1+ ™+ 1) - (Vo™ 1+ +1)

(1)

Korzystajac z nieréwnosci trojkata i wykorzystujac rownosé |z| = Vit otrzymujemy:
z+y| < |z|+ |y = Vet + Yyt < Var 1+ Yyt +1,
skad

|z +y|
<1. 2
Val+1+ Vy™+1 @)

Podobnie, réwnosé x? = v/ x* prowadzi do:

Py’ =V gt <V Tyt

co daje
22 442

<1. 3
Va4 14y +1 )

Ponadto zauwazamy, ze
1 1 1 1

< — .
Va4 1+ ¥y +1  JY0+1+30+1 1+1 2
Wykorzystanie tych nieréwnosci pozwala dokonczy¢ oszacowania:
2=yl [z +y| (=*+y?)
(Vam+T+ ¥y 1) - (Va™+ 1+ 1) - (Va™+ T+ Vo™ +1)
_le—yl 1 . |7+l @+
Vol + 1+ Yy 1 Va'+ 1+ Yy +1 Va'+ 1+ ™+ 1
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627. Dana jest funkcja f:R— R okredlona wzorem f(z)= v/22+108. Dowies¢, ze
dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnos$é

[z —y|
(@) = FWI< g0

Rozwigzanie:
Skorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia

a®— b = (a4—b4> . (a4—|—b4) _ (a2—62> . (a2+b2) . <a4+b4) _
=(a—b)-(a+Db)- (a2+b2) . (a4—|—b4) ,
ktory przy zatozeniu a+b# 0 mozna zapisa¢ w postaci
a®—b®
(a+b)-(a2+0%)-(a*+b*)

Przyjmujac a = v/22+ 10° oraz b= 4%+ 108, zauwazamy, ze a—+b>0 i przeksztalcamy
lewa strone dowodzonej nierownosci:

@)= F)| = | Va2 +10° = {fy2 + 10°

B (22 +108) — (y* +108)
(Va2 + 105+ {7 +10°) - (Va2 + 105+ Yo7 F10°) - (Va? + 105+ /o2 + 109

a—b=

B 2% =y
(Va2 + 105+ {7 +10°) - (Va2 + 105 + Y47 F10°) - (Va2 + 105+ /o2 + 10F)

(Va2 + 105+ {7 +10°) - (Va2 + 105 + Vo7 F105) - (Va? + 105+ /o2 + 10F)

Korzystajac z nieréwnosci trojkata i wykorzystujac réwnosé |z| = v a? otrzymujemy:

o+ y| < [z + [y = Va?+/y? < Va2 105+ [y + 108,
skad
[z +y|
Va2 +10° +/y2 + 108

Ponadto zauwazamy, ze
1 1 1 1
8 8 Sz 8 - o0 (3)
Va2 +108+ /42 +108 ~ v0+103++/0+108 10+10 20

Analogicznie

1 1 1 1
< = -
VaZ+105+ Y42 105 v0+105++v0+10%8 1004100 200

Wykorzystanie tych nieréwnosci pozwala dokonczy¢ oszacowania:
[z —y|-|z+yl
(VaZ+105+ 7 +10%) - (V2 +10° + 427 F10°) - (Va2 + 105 + /o2 + 10F)
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|z +y|

= :L‘— . B .
Y T VI VI L VR VR I  EEo

628.

<lz—yl-

Poda¢ wartosci granic

a) lim arctgr= —m/2

c)

lim arctgr= —7/6

x——1/V/3
e) lim arctgr = 7/3

z—/3

629.

Poda¢ wartosci granic

a) mlirgl+log(\/3—7_5)x = —00

e) lim log 57 = +00

1 b 1_|x—y|
20 200 4000 °

b) liIr_llarctgx: —m/4
d) lir% arctgr = 0

f) lirll arctgr = /2

b) xEI(I)l+log(\/3—7_6)x = oo

£) lim log( gz 7= —00

W kazdym z 18 ponizszych zadan podaj wartosé granicy ciagu (liczba rzeczywista)
lub granicy niewtasciwej (+oo lub —o0).

Whpisz literke R, jesli granica nie istnieje (tzn. gdy ciag wystepujacy pod znakiem
granicy jest rozbiezny, ale nie jest to rozbieznosé do +oo ani do —o0).

630.
631.
632.
633.
634.
635.

636.

637.
638.

639.
640.
641.
642.

643.
644.

1
lim 28208

n—oo  log,n

lim (log,(n+8)—logyn) = 0
lim log, (n+8)= 1

li 8287+ 1) _

n—00 lOan

JLrglo(log2(8n+ 1)—logyn)= 3

lim log,, (8n+1)= 1

| 841
lim 0gy(n°+1)

= 8
n—occ  logyn

nlLH;O (log2 (ng + 1) —log2n> = +0o0
lim log,, (n®+1) = 8

lim logs(n+9)
n—oo 10g3n
lim (logg(n+9) —loggn) = 0

=1

lim log, (n+9)=1
lim log,(9n+1)
n—oo  logsn
lim (logs(9n+1) —logsn) = 2
lim log,(9n+1)=1

=1
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9
645. lim w
n—oo 10g3n

646. lim (10g3 (n9+ 1) - log3n) = +00
647. T}Lngologn (n9+ 1) =9

=9

W kazdym z ponizszych 11 zadan podaj warto$¢ granicy funkcji lub granicy niewta-
Sciwej +00 =00 albo —oo.
648. lim log(\/ﬁ_g)x: —0

z—0t
649. mll)r(r)hlog(\ﬁ 5)T = +o00
650. mgrlloolog(ﬁ 3)T = +00
651. xgriloolog<r 5)T = —00
652. lim (VI7-3)" = +oo
653. lim (V13-3) =0
T——+00
654. lim (VI7-3) =0
655. lim (V13-3) = +oc

656. lim |_arctg2z = /2
657. hm arctg(\/ 4)x— /2

T——+00

658. hm arctg(\/_ 4)x— —7/2

T—-+00

659. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem
f(a)=a{2}’ +b{z}* +c{a} +d,
gdzie {x} oznacza czesé utamkowsq liczby z.
W kazdym z podpunktow uzupetnij brakujaca liczbe tak, aby funkcja f zdefiniowana

powyzszym wzorem byta ciggta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze liczba o zadanej wlasnosci
nie istnieje.

a)a=—5, b=2, ¢=3, d=4
b)a=1, b=—4, ¢c=3, d=4
c)a=1, b=2, c¢=-3, d=4
d)a=1, b=2, ¢=3, d=NIE

660. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem
f(z)= a- Al —p. plet
gdzie {z} oznacza cze$¢ utamkowa liczby z, a wyrazenia {x} wystepuja w wyktadnikach
poteg.

W kazdym z podpunktow uzupeiij brakujaca liczbe rzeczywista dodatnia tak, aby
funkcja f zdefiniowana powyzszym wzorem bylta ciagta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze
liczba rzeczywista dodatnia o zadanej wlasnosci nie istnieje.

a)a=4, A=6, b=5 B=5

b)a=2, A=7, b=3

c)a=2, A=6, b=5,
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d)a=2, A=4, b=3, B=3
661. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem
ar’+br+c dla <0
flz)= dr+e dla 0<z<1
ar’+br+c dla 1<z
W kazdym z podpunktow uzupeinij brakujace liczby rzeczywiste tak, aby funkcja
f zdefiniowana powyzszym wzorem byta ciagta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze liczby
rzeczywiste o zadanej wtasnosci nie istnieja.
a)a=1, b=2, ¢=3, d=3, e=3

b)a=1, b=2, ¢=NIE, d=4, e=NIE
c)a=1, b=3, ¢=5, d=4, e=5
d)a=2, b=7, ¢=8, d=9, e=8
e)a=6, b=7, ¢=10, d=13, e=10

f) a=6, b=3, c¢=8, d=9, e=8
662. Czy funkcja f: R — R okreglona wzorem f(z) =[x +logya] — [x] jest ciagla, jezeli

a) a=1TAK b) a=2 TAK
c) a=6 NIE d) a=8 TAK
663. Czy funkcja f:R — R okreslona wzorem f(x)=[z+a]— [x+b] jest ciagta, jezeli
a) a=1/2, b=3/2 TAK b) a=1/3, b=-2/3 TAK
) a=1/4, b=3/4 NIE d) a=1/5, b=-9/5 TAK

664. Czy funkcja f okre$lona wzorem
|z2—25] dla z<a
flz)= 24 dla a<z<b
|#2—25] dla  b<=x

jest ciaggla, jezeli

a) a=-7, b=-5NIE b) a=-7, b=-1TAK
c) a=-5, b=-3 NIE d) a=-5, b=-1NIE
e) a=—-3, b=—1NIE f) a=-3, b=1NIE
g) a=—-1, b=1TAK h) a=-1, b=3 NIE

665. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem

fz)=a-{2z}+b-{22} +c-{z},
gdzie {y} oznacza czes¢ utamkowa liczby y.

W kazdym z podpunktéw uzupeinij brakujace liczby rzeczywiste tak, aby funkcja f
zdefiniowana powyzszym wzorem byta ciagta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze liczby rze-
czywiste o zadanej wlasnosci nie istnieja.

a)a=1, b=-1, ¢=0

b) a=-2, b=2, ¢=0

c) a=NIE, b=NIE, c¢=3

d)a=2, b=-2, ¢=0

e)a=-3, b=3, ¢=0

f) a=NIE, b=NIE, c=5
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666. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem
f(x) :a-{2x}+b-{2x—|—1}—|—c-{x}—l—d-{x—f—;} ,
gdzie {y} oznacza czes¢ utamkowa liczby y.

W kazdym z podpunktéw uzupeinij brakujace liczby rzeczywiste tak, aby funkcja f
zdefiniowana powyzszym wzorem byta ciagta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze liczby rze-
czywiste o zadanej wtasnosci nie istnieja.

a)a=1, b=2, ¢=-3, d=-3

b)a= -5, b=2, ¢=3, d=3

c) a= NIE, b= NIE, c=

d)a=2 b=3, ¢c=-5 d=-5

e)a=-9, b=3, ¢=6, d=6

f) a= dowolne, b= —6-a, c¢=6, d=6

667. Podaé wszystkie trzy pary parametrow (a,b), dla ktérych funkcja f:R— R

okres$lona wzorem
xz dla r<a

flx)=32% dla a<xz<b
rz dla b<z

jest ciggla.
668. Poda¢ wszystkie sze$¢ par parametréw (a, b), dla ktérych funkcja f:R—R
okreslona wzorem

6 dla  z<a
f(x)={|22—10z+15| dla a<z<b
6 dla bz

jest ciggla.
669. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem
fx)=a-{a}+b-3%,
gdzie {z} oznacza czes¢ utamkowa liczby x, a w drugim sktadniku wyrazenie {x} wyste-
puje w wykladniku potegi o podstawie 3.
Wyznaczyé¢ wszystkie pary parametrow rzeczywistych (a, b), dla ktérych funkcja f
okreslona powyzszym wzorem jest ciagla.

Rozwigzanie:
Funkcja f zalezy od {x}, jest wiec okresowa z okresem 1. Ponadto f jest ciagla we
wszystkich punktach niecatkowitych. Pozostaje zbadaé¢ ciggtos¢ funkeji f w punktach
catkowitych, a wobec jej okresowosci, wystarczy zbadacé ciggtos¢ w punkcie 1.

Poniewaz

lim f(z)=a+3b

r—1-

oraz

lim f(@) = (1) =b,

funkcja f jest ciagta wtedy i tylko wtedy, gdy
a+3b=0,

Lista 8 (rozwigzania) - 119 - Strony 107-121



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1A, zima 2014/15

czyli
a=—2b.

Odpowiedz: Funkcja f jest ciaggta wtedy i tylko wtedy, gdy a = —2b.
670. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem
f(x) :a.{zx}+b.{x}+c.{x+;} ,
gdzie {y} oznacza czes¢ utamkowa liczby y.

W kazdym z podpunktow uzupeinij brakujace liczby rzeczywiste tak, aby funkcja f
zdefiniowana powyzszym wzorem byta ciagta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze liczby rze-
czywiste o zadanej wtasnosci nie istnieja.

a)a=1, b=-1, c¢=-1

b)a=-2, b=2, c¢=2

c)a=-3, b=3, c=3

d)a=4, b=-4, c=-4

e)a=-5 b=5 c¢=5

f) a=-6, b=6, c=6

W kazdym z pieciu ponizszych zadan podaj takie liczby rzeczywiste a < b, aby funkcja
f:R— 1R okreslona podanym wzorem byta ciggta.
2?2 dla  z<a
671. f(x)=< 1 dla a<z<b a= —1, b= 1.
2 dla  b<z
2 dla z<a
672. f(x)=< =z dla a<z<b a= 0, b= 1.
dla b<z

AR
R
|

T
T
i

[\

673. f(x)=<z+2 dla a<z<b a= —1, b= 2.
22 dla  b<uz
x dla r<a
r+6 dla a<zr<b a= —2, b= 3.
22 dla  b<uw
x® dla r<a
675. f(z)=<2zx dla a<z<b a= 0, b= 2.
2% dla b<z

674. f(x)=

W kazdym z siedmiu ponizszych zadan podaj warto$¢ granicy funkceji (liczba rzeczy-
wista) lub granicy niewtasciwej (+oo lub —c0).
Whpisz literke R, jesli nie istnieje granica ani granica niewlasciwa.

3x+2
676. lim (1+) = ¢
i

T——+00

1 V312

677. lim (1+> =1
x

T——+00
1 V3x24-2
678. lim (1+)

s

T—-+00

V3

=€
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1 V3x3+2
679. lim (1+) = 400
T——+00 €
. I \*
680 ml_lgloo (1+3$2) =1
1\*
. T _ 3
681. lim_ (1+3x2) Ye
1 3

682. lim (1+) = 400
x

W kazdym z osiemnastu ponizszych zadan podaj warto$¢ granicy funkcji (liczba rze-
czywista) lub granicy niewtasciwej (400 lub —00).

Whisz literke R, jesli nie istnieje granica ani granica niewtasciwa.

Przypomnienie: Zapis {y} oznacza cze$¢ utamkowaq liczby y.

683. xErlréi{logélx}: 1

684. lim {log,z}= 0

z—1671

685. ligrg_{loggx}: 1/3
686. lim {loggx}= 1/3

r—16+

2 xT
687. lim <1+) = ¢

T—+00 x
688. lim (1+3) = e
T——+00 x
I "
689. lim <1+) = €
T—+00 xrr
1 (z+27)*
690. lim (1+) =
T—+00 xrr
1\ (z+256)° ,
691. lim <1+) =
T—+00 xrr
. Jr—4
692. 1 = 1/48
x1—>H614 r—064 /
—64
693. lim =% _ 14

3z —A
694, Tim VE4_ 1/3

695. lim 22" = +o0

696. lim 27" = 1

697. lim 92" _ 9
1/z

698. lim 2 = 4o

z—0t

1/x

699. lim 2” = 2
1/x

700. lim 222" — 4
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