Jarostaw Wroblewsk: Matematyka Elementarna, lato 2013/14

Podzielnosé, cechy podzielnosci, liczby pierwsze, najwiekszy
wspolny dzielnik, najmniejsza wspolna wielokrotnoscé.

W dniu 25 lutego 2014 r. omawiamy test kwalifikacyjny.

Uwaga: Przyjmujemy, ze 0 nie jest liczbg naturalna, tzn. liczby naturalne sa to liczby
catkowite dodatnie.

26.02.2014 (grupa 1) - do samodzielnego rozwigzania dla pozostalych studentéw

1. Sformutowaé uogdélnione cechy podzielnosci (tzn. w postaci: liczba przy dzieleniu
przez cos daje taka sama reszte, jaka daje ...) przez 2, 3, 4, 5, 8, 9, 10, 16, 25, 50, 125,
32.

2. Sformutowaé cechy podzielnosci przez 6, 12, 24, 15, 45, 18, 36.

3. W liczbie 372000000175 wpisa¢ w miejsce obu znakéw zapytania taka sama cyfre
tak, aby otrzymac liczbe podzielng przez 75. Podaé¢ wszystkie rozwigzania.

4. W liczbie 312000000177 wpisa¢ w miejsce znakéw zapytania takie cyfry (moga by¢
rézne), aby otrzymaé liczbe dajaca przy dzieleniu przez 72 reszte 5. Podaé wszystkie
rozwigzania.

5. O liczbie naturalnej wiadomo, ze jej suma cyfr jest rowna 2013. Czy ta liczba
moze/musi by¢ podzielna przez 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 15, 18, 20, 24, 25, 27, 45, 757

6. O liczbie naturalnej wiadomo, ze jej suma cyfr jest réwna 2014. Czy ta liczba
moze/musi by¢ podzielna przez 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 15, 18, 20, 24, 25, 27, 45, 757

7. O liczbie naturalnej wiadomo, ze jej suma cyfr jest rowna 2016. Czy ta liczba
moze/musi by¢ podzielna przez 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 15, 18, 20, 24, 25, 27, 45, 757

8. O liczbie naturalnej wiadomo, ze jej trzycyfrowa koncowka jest réwna 120. Czy ta
liczba moze/musi by¢ podzielna przez 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 15, 18, 20, 24, 25, 27, 45,
757

9. O liczbie naturalnej wiadomo, ze jej trzycyfrowa koncowka jest rowna 124. Czy ta
liczba moze/musi by¢ podzielna przez 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 15, 18, 20, 24, 25, 27, 45,
757

10. O liczbie naturalnej wiadomo, ze jej trzycyfrowa koncéwka jest rowna 125. Czy
ta liczba moze/musi by¢ podzielna przez 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 15, 18, 20, 24, 25, 27,
45, 757

Cwiczenia 27/28.02.2014

11. Dane sa liczby naturalne m, n. Wéwcezas dla dowolnej liczby naturalnej k, liczba
k jest podzielna jednoczesnie przez m oraz n wtedy i tylko wtedy, gdy jest podzielna
DIZEZ e

Ponadto, jezeli .........ccccooiiiiiiiii , to dla dowolnej liczby naturalnej k,
liczba k jest podzielna jednoczesnie przez m oraz n wtedy i tylko wtedy, gdy jest po-
dzielna przez mn.
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12. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne d, dla ktorych prawdziwa jest nastepujaca

cecha podzielnosci przez d:

Dla dowolnej liczby naturalnej k, liczba k jest podzielna przez d wtedy i tylko wtedy,
gdy liczba utworzona przez dwie ostatnie cyfry liczby k jest podzielna przez d.

13. Jakie reszty moze dawaé kwadrat liczby catkowitej przy dzieleniu przez 37 Przez 87

Przez 57

14. Jakie reszty moze dawac sze$cian liczby catkowitej przy dzieleniu przez 77 Przez 97

15. Wyznaczy¢ wszytskie liczby naturalne n > 1, dla ktorych liczba n? —1 jest pierw-

Sza.

16. Wyznaczy¢ wszytskie liczby pierwsze p, dla ktorych liczba 3p+1 jest pierwsza.

17. Wyznaczy¢ wszytskie liczby pierwsze p, dla ktorych liczba p? +2 jest pierwsza.

28.02.2014 (grupa 1) - do samodzielnego rozwigzania dla pozostatych studentéw

18. Obliczy¢ NWD(24!, 2421).

19. Obliczy¢ NWW (1212 18'%).

20. Niech a=2%-37-5% b=26.311.5° ¢=210.33.72,

Obliczy¢ NWD(a,b,c) oraz NWW (a,b,c).

21. Niech a=24-37-69, h=26.311.45 ¢=210.33.1(2,
Obliczy¢ NWD(a,b,c) oraz NWW(a,b,c).

22. Ile zer koncowych ma liczba 33! 7

23. Ktora liczba jest wieksza, 221819 czy 1215.37 ?

24. Obliczy¢
a) NWD(25467891437, 10%3)
b) NWD(47285136413, 259)
c) NWD(100000008%°, 1216)
d) NWD(100000011%, 3003%)
e) NWD(2000000043!, 24%4)
f) NWD(18465210275%, 10%7)
g) NWD(7771428426328%, 1437)
h) NWD(1122334455666%°, 4437)
i) NWD(12468945716272%°, 1417, 330%)
j) NWD(1352263965789126%, 2619, 3922)

Cwiczenia 4.03.2014
25. Czy istnieja liczby naturalne m, n spelniajace réwnanie
6" =12"7
26. Czy istniejg liczby naturalne m, n, k spelniajace réwnanie

6™-12" =18F?

27. Czy istniejg liczby naturalne m, n, k spetniajace réwnanie
18™.24" =12%?
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28. Wskaza¢ takie liczby naturalne m, n, ze

m3n4 — 211 . 37 . 513 )
29. Ile zer koncowych ma liczba 1000! ?

30. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne d o nastepujacej wtasnosci: Dla dowolnych
liczb naturalnych m, n, jezeli iloczyn mn jest podzielny przez 7, to co najmniej jedna z
liczb m, n jest podzielna przez d.

31. To samo z liczbg 24 zamiast 7.

32. Dowiesc, ze liczba naturalna o sumie cyfr réwnej 47 nie moze by¢ ani kwadratem,
ani szeScianem liczby catkowite;j.

33. Dowieéé, ze dla dowolnej liczby naturalnej n liczba n? —n jest parzysta, liczba

n® —n jest podzielna przez 6, a liczba n® —n jest podzielna przez 30.

Wskazéwka: n° —n=(n—2)(n—1)n(n+1)(n+2)+cos.
5.03.2014 (grupa 1) - do samodzielnego rozwigzania dla pozostalych studentéw
34. Dla podanej liczby n wskaza¢ najwicksza liczbe catkowitg nieujemna k, dla ktérej
liczba n jest podzielna przez 4.
a) n=1112854710%, k=...c.ccccceerrrrrrrrr.. ;
b) n=1112854711% k=i ;
c) n=285470004", k=....ccccceieniiriiis. ;
d) n=285470024%, k=.....cccocriiirrrrnn. :

35. Dla podanej liczby n wskaza¢ najwiekszg liczbe catkowita nieujemng k, dla ktorej
liczba n jest podzielna przez 8.
a) n=123456789200037%7, k=...cccccoerrvrrrrrr.. ;
b) n=123456789200038%, k=.......ccceeirrrrn. :
c) n=123456789200048%, k=......cccceeverrrrnn. :
d) n=123456789200060%°, k=.....cccecereiriirrns. )
36. Podac¢ najwiekszy wspolny dzielnik liczb
a) NWD(20!,213) =...ccooiviirirnnn. ;
b) NWD(21!,223) =.....ccceovieirnrnnn. ;
c) NWD(22!,23%) =...ccoviiiiiie ;

d) NWD(23!,243) =......coooiimiimn. .

37. Dla podanej liczby s poda¢ najwicksza liczbe catkowita dodatnia d o nastepujacej
wtasnosci: Kazda liczba catkowita dodatnia o sumie cyfr réwnej s jest podzielna przez d.

a) s=15, d=.iiciiiiiiiis :
b) s=16, d=.ccciiiiiirirann. ;
c) s=17, d=.cciiiiiiinn ;
d) s=18, d=.iiiiiiiiiien.
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38. Dla podanej liczby k£ podac¢ najwigksza liczbe catkowita dodatnia d o nastepu-
jacej wtasnosci: Kazda liczba catkowita dodatnia o dwucyfrowej koncéwce rownej k jest
podzielna przez d.

) k=15, d= oo :
D) k=16, d= oo :
c) k=17, d=.iiiiiiiiene. :
A) k=18,  d= oo

39. Poda¢ najwigkszy wspoélny dzielnik.
a) NWD(1234000050,900) = .....cccceevrireennnne
b) NWD(1234000051, 900) = ...ccovveeiriaieenne. ;
¢) NWD(1234000052,900) = ...coveeoireaireannnn ;
d) NWD(1234000053,900) = .....cceevvvrearinarnns :

40. Podaé¢ najwigckszy wspoélny dzielnik.
a) NWD(25!,262) = ...ccocoviiiene. :
b) NWD(26!,272) = ..o, ;
c) NWD(27!,28%) = ..ccooioiiiiiene. ;
d) NWD(28!,29%) = .....ccoovvriirnnnn. .

41. Podaé¢ najwickszy wspélny dzielnik.

) NWD(7!,8%) = oo :
) NWD(81,9%) =i ;
) NWD(15L,16%) = oo, ;
) NWD(24!,25%) = oo .

Cwiczenia 6/7.03.2014

o &

o

o

42. Polaczy¢ podane warunki w grupy warunkéw rownowaznych dla dowolnej liczby
naturalnej n.
a) liczba n jest nieparzysta
b) liczba n jest wzglednie pierwsza z 6
c) jedna z liczb n—1, n+1 jest podzielna przez 4
d) jedna z liczb n—1, n+1 jest podzielna przez 6
e) jedna z liczb n—1, n+1 jest podzielna przez 8
f) liczba n*—1 jest podzielna przez 4
g) liczba n?—1 jest podzielna przez 8
h) liczba n*—1 jest podzielna przez 12
i) liczba n?—1 jest podzielna przez 16
j) liczba n?—1 jest podzielna przez 24

43. Dowies¢, ze w ciagu 1, 2, 4, 8, 16, 23, 28, ..., w ktorym kazdy kolejny wyraz
powstaje z poprzedniego przez dodanie sumy cyfr, nie wystepuje liczba 2013.

44. Niech n!! =n(n—2)(n—4)... bedzie iloczynem liczb naturalnych nie wigkszych od
n i bedacych tej samej parzystosci, co n. Ile zer koncowych maja liczby 34!! oraz 35!! 7
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45. Wskaza¢ najmniejsza (o ile taka w ogdle istnieje) liczbe naturalna k, dla ktorej
podane wynikanie jest prawdziwe dla dowolnych liczb naturalnych m, n i (ewentualnie) r.
a) 3%|mn = (33mv33|n)

b) 5¥|mn = (5*mV57|n)

c) ™ mnr = (7°|mV 7nV 7%|r)
d) 4%|mnr = (45|m Vv 43|n v 42|r)
e) 6%|lmnr=-(65|mV63|nV6'3|r)

46. Uporzadkowaé¢ podane liczby w kolejnosci rosnacej
a=90-60°, b=15%-1207, ¢=27-30!!, d=60'
e=400-45°,  f=7206.510 g=511.50000>

7.03.2014 (grupa 1) - do samodzielnego rozwigzania dla pozostalych studentéw

47. Dla podanej liczby n poda¢ najmniejsza liczbe catkowita dodatnia k taka, ze
liczba nk jest kwadratem liczby catkowite;j.

a) n=22010.32010 52018 o

b) n=22011.32018. 52014 o

C) n= 22012 . 32014 . 52015 k —
n

d) n=22013.32016 52016 f

48. Dla podanej liczby n poda¢ najmniejsza liczbe catkowita dodatnia k taka, ze
liczba nk jest szeScianem liczby catkowite;j.

a) n=2%010.32010, 52018 p—
b) n= 22011 . 32013 . 52014 k. —
C) n = 22012 . 32014 . 52015 k, —

d) n=22018.32016 52016 f— .

49. Dla podanej liczby n poda¢ najmniejsza liczbe catkowita dodatnig k taka, ze
liczba nk jest szescianem liczby catkowite;j.

50. Dla podanej liczby n podaé¢ najmniejsza liczbe catkowita dodatnia k taka, ze
liczba nk jest czwarta potega liczby catkowitej.
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51. Wypisa¢ w kolejnosci rosnacej wszystkie takie liczby naturalne n, ze
a) 20<n <30, a liczba n™ jest kwadratem liczby catkowitej ... ;
b) 20<n <30, a liczba n" jest szescianem liczby catkowitej — ..........ccccceenie. ;
c) 30 <n <40, a liczba n™ jest czwarta potega liczby catkowitej ..., ;
d) 30 <n <40, aliczba n" jest piata potega liczby catkowite] — .......ccccoovirnenn. .

52. Dla podanej liczby n podaé¢ najwieksza liczbe catkowita dodatnig d, dla ktorej
liczba n! jest podzielna przez d°.

a) n=10, d=..ccccoeiiiiriiirr. :
D) N=15, A=, :
c) =20, d=.ociiiiriirrrn. :
d) n=25, d=...cccciiini :

53. Podaé¢ najwickszy wspélny dzielnik, gdzie n!! =n(n—2)(n—4)... jest iloczynem
liczb catkowitych dodatnich nie wiekszych od n i bedacych tej samej parzystosci, co n.
a) NWD(24!!,25%) = ..o,
b) NWD(26!!, 27%) = ..o ;
c) NWD(27!,28%) = ..o ;
d) NWD(29!,30%) = .oeoviieieiennnn )

54. Dla podanej liczby naturalnej n poda¢ najwieksza liczbe naturalna k taka, ze
liczba n jest podzielna przez 125%.

a) n=20142014120142015"%,  k=.....ccccooeiiinn ;
b) n=20142014120142025%%, k= ..cccccrvrerrrrenr.. ;
c) n=20142014120142075%, k= .ccociviirirerrnnn ;
d) n=20142014120142080*, k= ..cccecviiriirirrne, .

Cwiczenia 11.03.2014

55. Pani napisata na tablicy pewng liczbe naturalng. Troje uczniéw spostrzegto i
wypowiedziato pewne wtasnosci napisanej liczby. Niestety, tylko dwoch uczniéw podato
wlasnosci poprawne, a trzeci uczen sie pomylit. Ktory uczen popetnit btad?

Wersja I
Pankracy: Napisana liczba jest kwadratem liczby catkowite;j.

Serwacy: Suma cyfr napisanej liczby jest réwna 38.
Bonifacy: Napisana liczba przy dzieleniu przez 9 daje reszte 2.

Wersja 11
Pankracy: Napisana liczba jest kwadratem liczby catkowite]j.

Serwacy: Suma cyfr napisanej liczby jest réwna 32.
Bonifacy: Napisana liczba przy dzieleniu przez 9 daje reszte 7.

Wersja 111
Pankracy: Napisana liczba jest kwadratem liczby catkowitej.

Serwacy: Suma cyfr napisanej liczby jest réwna 19.
Bonifacy: Napisana liczba przy dzieleniu przez 9 daje reszte 3.
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Wersja IV
Pankracy: Napisana liczba jest kwadratem liczby catkowite;j.
Serwacy: Suma cyfr napisanej liczby jest réwna 2004.
Bonifacy: Napisana liczba konczy sie cyframi 2005.

Wersja V
Pankracy: Napisana liczba jest szeScianem liczby catkowite;j.
Serwacy: Napisana liczba konczy sie cyframi 444.
Bonifacy: Napisana liczba jest nieparzysta.

Wersja VI
Pankracy: Napisana liczba jest szeScianem liczby catkowite;j.
Serwacy: Napisana liczba konczy si¢ cyframi 2222.
Bonifacy: Suma cyfr napisanej liczby jest réwna 43.

56. W miejsce kropek wstawi¢ najwieksza/najmniejsza (cokolwiek jest sensowne)
liczbe, przy ktoérej podana implikacja jest prawdziwa dla dowolnej liczby naturalnej n

f) 54n* = ....... n?
g) n’[128=n|.......
h) 88n''= ... |n

12.03.2014 (grupa 1) - do samodzielnego rozwigzania dla pozostalych studentéw

57. Dla podanej liczby d wskaza¢ najmniejsza taka liczbe naturalna k, ze dla dowol-
nych liczb naturalnych m, n zachodzi wynikanie:

d*|mn = <d3|m\/d4|n> .
Napisa¢ NIE, gdy taka liczba k nie istnieje.

a) d=8, k=i ;
b) d=9, k=i, ;
c) d=10, k=i ;
d) d=11, k=i,

58. Rozwazamy ciag 3, 6, 12, 15, 21, 24, 30, 33, 39, 51, ..., w ktorym kazdy kolej-
ny wyraz powstaje z poprzedniego przez dodanie sumy cyfr. Wiadomo, ze dla kazdej
pary ponizszych liczb a, b w ciagu tym wystepuje doktadnie jedna liczba naturalna n
spetniajaca nierownosci a < n < b. Wskazaé te liczbe.

a) a=1305, b=1310, n=.ccccoiirnrirrrr..
b) a=2005, b=2010, 70 =rerrrccrorrrrcrrrrrrer
c) a=3005, b=3010, n=.cccmriirrrrrrrcn. :
d) a=4005, b=4010, 7 =rrorrrrcerrorrrrcrrrrrr .
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59. Dla podanej liczby naturalnej n wskazac liczbe naturalna d < 100, ktéra jest
dzielnikiem liczby n, a ponadto jest liczbg ztozona. Liczba n jest dziesieciocyfrowa, w jej
zapisie dziesietnym wystepuje 7 zer.

a) n=1000000017, d=....cccceerrerrrrrnn.. ;
b) n=1000000038, d=....ccccecurerrrrrn.. ;
¢) n=1000000065, d=.....cccccoevrrrrrrn... ;
d) n=1000000028, d=....ccccceeerrrrerrun.. .

60. Dla podanej liczby naturalnej n wskazac¢ najwieksza liczbe naturalng k, dla ktorej
liczba n jest podzielna przez 12*.

a) n=8%9% k= :
b) n=161-99 k=i :
c) n=8%-1818 k= :
d) n=161-18" k=................ .

61. Dla podanej liczby naturalnej n podac¢ najwieksza liczbe naturalng k, dla ktorej
prawdziwe jest nastepujace zdanie: Dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich a, b, jezeli
iloczyn ab jest podzielny przez n, to co najmniej jeden z czynnikéw a, b jest podzielny
przez k.

a) n=2%29 k=..ccceniinirni.. :

62. Dla podanej liczby naturalnej n poda¢ najwicksza liczbe naturalna k, dla ktorej
prawdziwe jest nastepujace zdanie: Dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich a, b, jezeli
iloczyn ab jest podzielny przez n, to co najmniej jeden z czynnikéw a, b jest podzielny
przez k.

a) n=2%33, k=i, :
b) n=236, k=i :
c) n=2262, k=i

d) n=2%82 k=i, .

63. Dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich m, n, k, jezeli iloczyn mnk jest
podzielny przez D, to co najmniej jeden z czynnikow m, n, k jest podzielny przez d. Dla
podanej liczby D wskaza¢ najwicksza liczbe catkowita dodatnia d, dla ktorej powyzsze
zdanie jest prawdziwe.
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64. Podac¢ najwickszy wspolny dzielnik i najmiejsza wspdlng wielokrotnosé liczb
a) NWD(140!, 210!) =...ccccoviiirian ;
b) NWW(140!, 210!) =....oeoviiieiiirenn ;
c¢) NWD(125!, 145!, 150!) =.....cooviiiiinn :
d) NWW (125!, 145!, 150!) =..coooiiiiiie .

Cwiczenia 13/14.03.2014

65. Wiadomo, ze wsréd nastepujacych szesciu liczb
34652 —2, 3465°—4, 34652—8, 3465°—16, 3465°—32, 3465°—64

trzy sa pierwsze, a trzy ztozone. Ktore z podanych liczb sa pierwsze?

66. Na potrzeby tego zadania, liczbe naturalng k nazwiemy {adng, jezeli istnieje liczba
naturalna, ktorej kwadrat ma sume cyfr rowng k. Wiadomo, ze wsrod 11 kolejnych liczb
naturalnych od 3010 do 3020 doktadnie 5 jest tadnych. Ktére z podanych liczb sg fadne?

67. Na potrzeby tego zadania, liczbe naturalng k nazwiemy fajng, jezeli istnieje liczba
naturalna, ktorej szeScian ma sume cyfr réwna k. Wiadomo, ze wsrod 11 kolejnych liczb
naturalnych od 3010 do 3020 doktadnie 3 sa fajne. Ktére z podanych liczb sa fajne?

68. Dana jest liczba naturalna n. Niech D bedzie zbiorem wszystkich dzielnikow
naturalnych liczby n, a W zbiorem jej wszystkich wielokrotnosci. Czemu jest réwna
podana liczba, o ile istnieje?

a) Najwiekszy wspolny dzielnik wszystkich liczb ze zbioru D.
b) Najmniejsza wspdlna wielokrotno$é wszystkich liczb ze zbioru D.
c) Najwiekszy wspolny dzielnik wszystkich liczb ze zbioru W.
d) Najmniejsza wspélna wielokrotnosé wszystkich liczb ze zbioru W.

69. Dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich m, n, jezeli illoczyn mn jest podzielny
przez d, to co najmniej jeden z czynnikow m, n jest podzielny przez d.
Dla ktorych liczb naturalnych d powyzsze zdanie jest prawdziwe?

70. Dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich m, n, jezeli iloczyn mn jest podzielny
przez d?, to co najmniej jeden z czynnikéw m, n jest podzielny przez d.
Dla ktérych liczb naturalnych d powyzsze zdanie jest prawdziwe?

71. Dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich m, n, k, jezeli iloczyn mnk jest po-
dzielny przez d?, to co najmniej jeden z czynnikéw m, n, k jest podzielny przez d.
Dla ktérych liczb naturalnych d powyzsze zdanie jest prawdziwe?

14.03.2014 (grupa 1) - powtérka przed kolokwium nr 1.

18.03.2014 — Kolokwium nr 1.

Cwiczenia 20/21.03.2014 — omawiamy kolokwium nr 1.
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