Jarostaw Wroblewsk: Matematyka Elementarna, lato 2013/14

Logarytmy
9-11.04.2014 (grupa 1) - do samodzielnego nauczenia dla pozostaltych studentéw

122. Zapisaé zbior rozwigzan podanej nieréwnosci w postaci przedziatu lub uporzad-
kowanej sumy przedzialow (nie uzywaé réznicy zbiorow).

) (Jlogsz| —1)% <1, oo ;
D) (105 = 1)® <L, oo, ;
¢) (1085 —2) > 1, oo ;
A) (05| —2)° > 1, oo, :

123. Zapisacé zbior rozwiazan podanej nieréwnosci w postaci przedziatu lub uporzad-
kowanej sumy przedzialéw (nie uzywaé roéznicy zbioréw).

a) (logor —2) - (10857 —=3) >0,  oeiiieiie e ;
b) (1ogox —3) - (1oggm —2) >0, oot ;
Q) (108yx —3)° - (10837 —2)7 >0, coooeeeeeeeeeeeeeeeeeee e, ;
d) (1022 —3)% (10852 = 2)% >0, cooovoeoeeeeeee e :

124. Zapisaé zbiér rozwigzan podanej nieréwnoéci w postaci przedziatu lub uporzad-
kowanej sumy przedzialéw (nie uzywaé roéznicy zbioréw).

A) 1084 <2, ;

D) 10g,4 < =2, i ;

C) 108,2>2) i ;

d) 10€,2> =1, i
125. Podac taka liczbe x, ze

a) logy3=2-10gyr, T=..ccccciiriiininnnn. ;

b) logy3=2+10gyx, T=.ccccoiiiiiiiiiiinnn. ;

c) 3-logs2=1logsx, T=.iiiiiiriiiiriiannn ;

d) 3+logs2=logsr, T=...cccciiiiiiniinn

126. Niech A(n)= 41" B(n)= 256", C(n)=log,A(n), D(n)=log,B(n),
E(n)=logq, D(n). Poda¢ w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego:
8) E(100) = oo :

127. Niech A(n)= 44", B(n)= 256%" C(n)=log,A(n), D(n)=log,B(n),
E(n) =logg(m,D(n). Poda¢ w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego:

b) E(200)= oo :
c) E(300)=.cccocniiiiiinnns :
d) E(400) = erororooooooreee
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128. Dla podanej liczby n przyja¢ za podstawe logarytmu a= {/n, a nastepnie
zapisac liczbe log,2 w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego
a) n=2, 10g,2=cccceriiiiniiann. ;

b) n=4, log,2=...cccccriiiiniiir. :

129. Poda¢ wartos¢ podanej liczby w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracal-
nego, gdy podana liczba jest wymierna. Napisa¢ N, jesli podana liczba jest niewymierna.

a) log210g2444 ......................... ;
b) logylogyd® = ..ccoiiiiiiiii, ;
c) 10g210g24 ......................... ;
d) logyloged® = .o, :

130. Dla podanej liczby a wskazaé taka liczbe rzeczywista dodatnia b, aby spetniona
byta réwnosé 1+ (logsa) +logsb =1logs (2a* +2b?).

a) a=2, b= :
b) a=3, b= ;
c) a=4, b=, ;
d) a=6, b=, :

131. Dla podanych liczb rzeczywistych x i y wskazac taka liczbe rzeczywista dodat-
nia a, aby prawdziwa byta rownos¢ log,x =1y.
a) ©=16, y=2, a=.cccccriiirirnnn. :
b) x=16, y=—4, aG=.eiiiiriririirre.. :
) =2, Y=4, Q=i :
d) z=2, y=—1/4, a=.ccccciiiiiniiiin. :
132. Dla podanych liczb a, b podac takg liczbe rzeczywista ¢, aby zachodzita réwnosé
log,b=log,c.
a) a= 3, b=9, C=riiiiiiiiiiiianiins :
b) a=9, b=3, c=wiiiiiiiiriiin. :
c) a—54 b=5% =i :

) a=T7" b=T7" C=roeereeereenn. .

133. Dla podanych liczb a, b zapisa¢ w postaci liczby catkowitej lub utamka nie-
skracalnego wartos¢ liczby log,y, gdzie x =log,b oraz y =log,a. Napisac literke N, jezeli
liczba ta jest niewymierna.

a) a= 92%" , b= 92%° , logy =i :

b) a= 92" o2 log, y= :

c) a=2*, b= 922" s 10g Y =i :
6 532

d) a=2% | b=22" | log Y=, :
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n
134. Niech [ @i =am Gmi1-Gmyo iz ... Qnot - Qp.
i=m
Zapisa¢ wartos¢ podanego iloczynu w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskra-
calnego, jesli liczba jest wymierna. Napisac literke N, jezeli liczba jest niewymierna.

4
a) lljllog(giﬂ) (Bi+4) =i, ;

4

b) l:[glOg(3Z+1) (3Z+4> T itecessccssenssenssensae ,
15 )

C) I:[210g(31+1) (3Z+4) T e iiteeiceattertiereeas 3
16 )

d) l:IQIOg(31+1) (31—’_4) Fe .

135. Podaé zbiér rozwigzan nieréwnosci zapisujac go w postaci przedziatu lub sumy
przedzialow.

1
a) —§<log4m<f ........................................................................... ;

136. Podac zbior rozwigzan nierownosci zapisujac go w postaci przedziatu lub sumy
przedziatow.

1
a) §<logm8<3 ........................................................................... :
1
b) —§<10g$9<2 ........................................................................... ;

1
c) —2<log,4< s ;
d) =3 <108, 04 < =2 s :

137. Na potrzeby tego zadania, dla liczby rzeczywistej a > 1 zdefiniujemy $rednia
liczb rzeczywistych x, y wickszych od 1, nastepujacym wzorem
S, y) = a8

Podaé¢ wartosci nastepujacych liczb w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego
w przypadku liczb wymiernych. Wpisa¢ literke N w przypadku liczb niewymiernych.
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Cwiczenia 15,25.04.2014 (grupa 2)
Cwiczenia 15,17.04.2014 (grupa 3)
Uprosci¢ wyrazenia
138, 42Hlos2T
139. log, 52-logs9
140. logg2 +logs9
" Tog,,(mn) £ log, (mn)
142. log 5 1) (V2+1)
143. 210855 _ 5l0g;2

141

dla liczb naturalnych m i n wigkszych od 1.

[\V]

144. Dla ilu trojek liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢ r6znych od 1 spetniona jest
podana réwnosé? Dla wszystkich? Dla zadnej? Dla niektérych (podaé 3 przyktady, a jesli
przyktadéw jest mniej niz 3, podaé¢ wszystkie)?

a) log,(bc) = (log,b) +log,c
b) log, (bc) = (log,b) -log,¢

c) log,(b+c) = (log,b) -log,c
d) log,(b+c) = (log,b) +log,c
e) (log,b)-log,c=log,c

f) log, (b°) =c-log,b

145. Bez uzycia kalkulatora rozstrzygnaé, ktora liczba jest wicksza:
a) log,7 czy logy7
b) log, 47 czy log, 37
c) log,7 czy log, 37
d) log,7 czy logy7
e) log,0,7 czy log;0,7
f) log, ;0,7 czy log, 30,7
g) log,0,7 czy log, 30,7
h) log, ;0,7 czy log;0,7
i) logy27 czy log,8
j) logs8 czy logyh
k) log;127 czy log,,999
1) log5100 czy log,10
m) (log,3)-log;7 czy (log,7)-logs3
n) (log,3)-log;5 czy (log;9)-log,425
0) log,3 czy logsb
p) logs7 czy log;19
q) log,3 czy log;13
r) log;b czy log,556
Wiskazéwka do kilku ostatnich pytan:
Wiadomo, ze wartos¢ utamka nie zmieni sie, jezeli licznik i mianownik pomnozymy przez
te sama liczbe rézna od zera.
Podobnie, wartos¢ logarytmu nie zmieni sig, jezeli podstawe i liczbe logarytmowana .....
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146. Czy jest prawda, ze log,(a+b) =log,a+log,b, jezeli
a)a=2,b=2
b) a=3/2,b=3
c)a=2,b=3
d) a=3/2, b=2
e) a=5b=5/4
147. Czy jest prawda, ze a-log:b=0b-log,a, jezeli
a)a=2,b=3
b) a=2, b=4
c)a=2,b=5
d) a=3,0=4
e) a=64/27, b=256/81

148. Czy jest prawda, ze
a) 2-logyb=1logs10
b) 2-logs5 =1log;25
c) 2+logs5 =1log;10
d) 2+log;b =logs45

e) \/(2—1logy7)* =2—log,7

£) \/(2—log,7)* =2 —log,7
g) 1/(2—1ogs23)” =2 —log;23
h) /(2 —1log,17)> =2 —log,17

149. Rozwiaza¢ nieréwnosci
a) log,, (2% +1) <logy, (2? +32)
b) (2> +x+1)% > (2?4 2+ 1)
c) x* =512 +4<0
d) log,z+log,4 <3
Czesé¢ catkowita i utamkowa, funkcje trygonometryczne

Cwiczenia 29.04.2014, 2.05.2014 (grupa 2)
Cwiczenia 24,29.04.2014 (grupa 3)
Oznaczenia: Przypominam, ze [z] oraz {x} oznaczaja odpowiednio czesé¢ catkowita
i czes¢ utamkowa liczby rzeczywistej x.
150. Podaé przyktad takiej liczby rzeczywistej x, ze
a) [z]=-4, {z}<1/10
b) [z]=—-4, {z}>9/10
c) 2-{x} #{2z}, <0
d) 2-{z}={bz}, x>10, x &N
151. Podaé przyktad takich liczb rzeczywistych x, y, ze
a) [z +y| # [z]+ ]
b) 2z +y| =2[x] +[y] +2
) [r+yl={z}+{y}, 2y>0
d) [zy] =[x]-[y]+10
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152. Wyznaczy¢ wszystkie takie liczby rzeczywiste a, ze dla dowolnej liczby rzeczy-

wiste] = zachodzi réwnosé [x+a] = [z]+a.

153. Uporzadkowa¢ podane liczby w kolejnosci niemalejace;j.
sinb0°, cos80°, sin170°, cos200°, sin250°, cos280°.

154. Naszkicowa¢ wykres funkcji f zdefiniowanej wzorem

= (1+cos2z) /2
g) f(x) = (1—cos2x)/2
h) f(z)=3+5cosz
i) f(x)=sinmx
155. Ktora liczba jest wieksza?
a) sinl° czy sinl
b) sin2° czy sin2
c) sin3° czy sin3
d) sin4® czy sin4
e) sinb° czy sinb
f) sin6° czy sin6
156. Uprosci¢ wyrazenie, w ktorym n przebiega liczby naturalne.
a) sinnm
b) sinn’m
c) cosnm
d) cosn’m
e) cos(n’+n)m
f) sin((2n+1)7/2)
g) sin((2n—1)7/2)
Dopuszczalne odpowiedzi: 1, 0, (—1)", (—1)"*,

157. Rozwigza¢ rownania i nierownosci.
a) sinz >1/2
b) cosz <1/2
c) sinz > cosx
d) [4sin2x} =2
e) {cos’z}=3/4
f) V14 cosz =+/2-cos(z/2)
g) sin’z +costz = cos?x +sin’x
158. Jaka najmniejsza i najwicksza warto$¢ przyjmuje wyrazenie
sinx - cosx - cos2x - cosdx - cos8z - cos16x 7

Cwiczenia 30.04.2014 (grupa 3) — zadania 169-173
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16.04.2014 (grupa 1) - do samodzielnego rozwigzania dla pozostatych studentéw

159. Podaé warto$¢ wyrazenia, gdzie [x] oznacza czesé catkowita liczby z.

160. Dla podanej liczby n podaé¢ najmniejsza liczbe catkowita dodatnig m # n taka,
ze {logym} ={logyn}, gdzie {x} oznacza cze$é¢ utamkowsq liczby .

a) =48, M= ....cccceciiriiian. :
b) n=50, Mm=.ccooiiiiiirann. ;
¢) =51, M=, ;
d) n=52, M=, .

161. Podaé¢ warto$¢ wyrazenia, gdzie [x] oznacza czesé catkowita liczby .

a) {log2 (\/6— \/5)} T TUURURRRR ;

b) {10g2 <\/ﬁ— \/1_0)} T :
c) [log2 (\/3_1— \/%)} TR :
d) [log, (V66— v/65)| = oo .

162. Podaé warto$¢ wyrazenia, gdzie [x] oznacza czesé catkowity liczby z.

a) :log \/53] R TTTTTTUUUROUUR ;
1»}%ﬁﬂ: ......................... :
c) [logﬂﬂ ST TVUUUUR ;
d) :logﬁIO} S TTTTTTUUURUURR :

163. Dla podanej liczby n poda¢ najmniejsza liczbe rzeczywistg x > 1 taka, ze
{log,z} = {logyn}, gdzie {y} oznacza czesé utamkowsa liczby y.

a) =48, T=.cccoiiiiiriirann. :
b) n=5, T=.ii :
) =20, T=.iiririirrearernn. :
d) n=18, x=..iiiiin

164. Dla podanej liczby naturalnej n poda¢ najwiekszg liczbe rzeczywista x < 100
taka, ze {logyx} ={logyn}, gdzie {y} oznacza cze$¢ utamkowa liczby y.

a) n=11, T=.iiin :
b) n=21, T=. i ;
c) n=41, T=.i, :
d) n=124, x=.iiii

Lista 3 - 27 - Strony 21-30



Jarostaw Wroblewsk: Matematyka Elementarna, lato 2013/14

165. Podaé warto$¢ wyrazenia, gdzie [x] oznacza czesé catkowity liczby z.

) [4—1\/1_5] R ;
b) [\/1_;_41 R :

o) L)_lz\/g]: ......................... :
d) [7—2&]: ......................... .

166. Dla podanej liczby naturalnej £ poda¢ najwieksza liczbe naturalng n taka,
ze [log,n] = [log,27], gdzie [x] oznacza czes¢ catkowity liczby x.
a) k=2, n=.iinnn, :

b) k=3, n=.iiiiiin :
) k=4, n=.iiian. :
d) k=5, n=. :

167. Podaé przyklad liczby niecatkowitej = spetniajacej podane réwnanie, gdzie [y]
oraz {y} oznaczaja odpowiednio czesé catkowita i utamkowa liczby y. Wynik podaé w
postaci utamka dziesietnego skoriczonego lub okresowego (taka posta¢ odpowiedzi jest
czedcia zadania, wiec wyniki poprawne, ale w innej postaci, nie beda uznawane).

a) [x]=3{x}, T=. ;
b) [z]=4{x}, T=ri ;

c) [z]=5{x}, = ;
d) [z]=6{x}, =i, :

168. Podac¢ zbior rozwigzan rownania w postaci przedziatu lub sumy przedziatow.
Symbol [y] oznacza czesé catkowita liczby y.

a) [logslogo®|] =0, oo ;
b) [[logologsm|] =0, i ;

€) [logslogsm|] =1, i ;
d) [Jlogologa®|] =3, i :
23.04.2014 (grupa 1) - powtérka przed kolokwium nr 007

25.04.2014 (grupa 1) - kolokwium nr 007
Obowiazuje materiat od poczatku semestru (do zadania 168).
2.05.2014 (grupa 1)
Omowienie kolokwium 007, powtorka przed kolokwium 3.
6.05.2014 — kolokwium nr 3
Obowiazuje material od poczatku semestru (do zadania 168).

Cwiczenia 9.05.2014 (gr. 2), 13.05.2014 (gr. 3) — omawiamy kolokwium nr 3
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Podstawowe wlasnosci funkcji
Cwiczenia 13.05.2014 (grupa 2), 30.04.2014 (grupa 3)

169. Dla funkcji f zdefiniowanej podanym wzorem oraz dla podanego zbioru Z roz-
strzygnaé, czy funkcja f jest réznowartosciowa na zbiorze Z oraz podaé zbior wartosci
funkcji f na zbiorze Z.

a) f(x): 2’ Z:[_37_1>

b) f(z)=22 Z=(-3,4]

c) f(x)=2% Z=1[-3,-2]U][3,5]

d) f(z)=22 Z=(-3,-2]U[3,4)

e) f(x)=22 Z=(0,3)

f) f(z)=2—22+1, Z=(0,3)

g) flz)=22+22+1, Z=1(0,3)

h) f(z)=2%, Z=(-3,3

i) fx)=[27 3], Z=(-33)

) f) =l —5]. 2=(-3.3)
170. Niech

Naszkicowaé wykres funkcji f oraz wykresy nastepujacych funkcji

a) fi(z)=f(2)
b) fa(x) = f(z/2)
c) fs(x)=2f()

J) fio(x) =
k) fu(r)=f(z)+x
1) fiz(z) =5f(x)+3z

171. Czy funkcja f zdefiniowana podanym wzorem jest parzysta? Nieparzysta?

a) f(z)=0

b) f(x)=37

c) f(r)=2x

d) f(z)=22*+1
e) f(z)= 496 +6$
f) f(z)=2a°
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g) f(z)=sin*"z-cos?x

h) f(z)=sin®*z-cos’ z
LU g 24 37

i) f(x)= -sin“*z - cos® &
j) flx)= sm 751: cos®*z
k) f(a:) -sin**z - cos37x
1) f(z)= 666 811137:(: cos?tx
m) f(gc)—smac‘37
n) f(z)=sinz?
o) f(z)=rcosz*

r) f(z)=(2®+1)cosx
s) f(z)=(23+1)sinx
t) f(z)=(23+1)cosz

172. Dla kazdej z liczb i € {1,2,...,13} wskazaé taka liczbe
j€{1,2,...,13}, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x

fifi(z))=z.

fi(x)=37T+zx
folz)=37T—=x
fs(z)=2—-37
fs(z)=3x—4
frla)=5+2
hio=7+3

x 4
fo(z) = 3t3
fiol@) = —a+ e

) 3
fule)=—7jo— |
fola) =+ 2o
fisla) = o=l

173. Funkcja f spelnia warunki
fB=z)=[f(z),  [f(6—2)=[f(z)

dla dowolnej liczby rzeczywistej x. Dowies¢, ze funkcja f jest okresowa i parzysta.
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