Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1B, zima 2015/16

Egzamin, 2.02.2016, godz. 9:00-13:20

Zadanie 1 1. (10 punktéw)

W kazdym z zadan 11.1-11.10 podaj (w postaci uproszczonej) kresy zbioru oraz
napisz, czy kresy naleza do zbioru (napisz TAK albo NIE).
Kres moze by¢ liczba rzeczywista lub moze by¢ réwny —oo albo +oo = oc0.

Za kazde zadanie, w ktérym podasz bezblednie oba kresy i poprawnie okreslisz ich
przynaleznos$é¢ do zbioru, otrzymasz 1 punkt.
Za kazde zadanie, w ktorym podasz bezblednie oba kresy i poprawnie okreslisz przyna-
lezno$é jednego z nich do zbioru, otrzymasz 0,5 punktu.
Za pozostate zadania nie otrzymasz punktow.

N=1{1,2,3,4,5,...} oznacza zbiér liczb naturalnych (catkowitych dodatnich).

11.1. A:{(x—Z)z: z e (0, 3)} Ocena .......

infA=0 supA=4

Czy kres dolny nalezy do zbioru A TAK Czy kres gorny nalezy do zbioru A NIE

11.2. B:{(af—Z)?’: z e (0, 3)} Ocena .......

inf B=-8 supB=1

Czy kres dolny nalezy do zbioru B NIE Czy kres gorny nalezy do zbioru B NIE

11.3. C:{(x—2)4: ze (0, 3)} Ocena .......

infC'=0 supC'=16

Czy kres dolny nalezy do zbioru C' TAK Czy kres gorny nalezy do zbioru C' NIE

11.4. D={(z—2)>: 2€(0,3)} Ocena .......

inf D=-32 supD =1

Czy kres dolny nalezy do zbioru D NIE Czy kres gorny nalezy do zbioru D NIE
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11.5. E:{m: m,neN A 4n2<8m2<16n2} Ocena .......
n
inf E=1/v/2=1+/2/2 sup F=+/2
Czy kres dolny nalezy do zbioru £ NIE Cgzy kres gorny nalezy do zbioru £ NIE
11.6. F = {m mneN A 4n® <Im?< 1677,2} Ocena .......
n
inf F=2/3 sup F'=4/3

Czy kres dolny nalezy do zbioru FF TAK Czy kres gérny nalezy do zbioru F' TAK

11.7. G= {m cm,neN A 25n*<9Im?< 27n2} Ocena .......
n

infG=5/3 Squ:\/§

Czy kres dolny nalezy do zbioru G TAK Czy kres gorny nalezy do zbioru G NIE

11.8. H:{m: m,n €N A 4”<8m<16n} Ocena .......
n

inf H=2/3 supH =4/3
Czy kres dolny nalezy do zbioru H TAK Czy kres gérny nalezy do zbioru H TAK

11.9. I:{m: m,nE€N A 4"<9m<16"} Ocena .......
n
inf I =logs2 =logg4 sup I =logsz4 =1ogg16

Czy kres dolny nalezy do zbioru I NIE Cgzy kres gorny nalezy do zbioru I NIE

11.10. J:{m: m,n €N A 25"<9m<27"} Ocena .......
n
inf J =logs5 = logg25 sup J =3/2

Czy kres dolny nalezy do zbioru J NIE Czy kres gorny nalezy do zbioru J TAK
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Zadanie 1 2. (10 punktéw)
W kazdym z zadan 12.1-12.10 podaj dziedzine funkcji f okreslonej podanym wzorem.
Za kazda poprawnie podang dziedzine otrzymasz 1 punkt.

12.1. f(z)=1/(z—64)-(22—64)  D;=[—8, 8/U[64, +o0)

12.2. f(z)=1/(z2—64)-(z*—64)  D;=[—8, 4]U[8, +o0)

12.3. f(z)=1/(z*—64)-(25°—64)  D;=[—2,2]U[4, +o0)

12.4. f(z)=,/(z6—64)-(2"—64)  D;=[—2,2]U[6, +o0)

12.5. f(x)=1/(2—64)-(x—64)  Dj=(—00, 6]U[64, +00)

12.6. f(x)=1/(z—64)>-(*—64) D=4, +o0)

12.7. f(z)=1/(22—64)*- (25 —64)  D;=(—o00 —2]U[2, +00)

12.8. f(z)=/(¥—64)*-(2:=64)  D;={4}U[6, +o0)

12.9. f(z)=1/(26—64)*-(x—64)  D;={—2}U{2}U[64, +00)

12.10. f(z)=1/(2¢—64)*-(22—64)  D;=(—o0, —8]U{6} U8, +o0)
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Zadanie 1 3. (10 punktéw)

Dowies¢, ze liczba logy,4000 jest niewymierna.

Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowéd nie wprost. Zatézmy, ze liczba logy,4000 jest wymierna i niech
m/n bedzie jej przedstawieniem w postaci ilorazu liczb naturalnych (zauwazmy, ze jest
to liczba dodatnia). Woéwcezas otrzymujemy kolejno

m
log,,4000 = —
0820 n
20™/™ = 4000
20™ =4000" .
Rozktadajac obie strony powyzszej rownosci na iloczyny poteg liczb pierwszych otrzy-

mujemy
22m LEM — 25n 5 53n )

7, twierdzenia o jednoznaczno$ci rozktadu na czynniki pierwsze wynika, ze wyktadni-
ki przy odpowiednich potegach liczb pierwszych po obu stronach réwnosci sa réowne,
co prowadzi do nastepujacego uktadu réwnan:
2m = dn
m = 3n
Jednak powyzszy uktad réwnan nie ma rozwiazania w liczbach dodatnich m, n, gdyz
wowczas mieliby$my
2m=2-3n=06n>5n=2m.

Mozliwa jest tez inna argumentacja: rozwigzujemy powyzszy uktad rownan w liczbach
rzeczywistych otrzymujac jedyne rozwiazanie m=n=0 i stwierdzamy, ze nie jest to
rozwiazanie w liczbach naturalnych.

Doszlismy wiec do sprzecznosci z zatozeniem, ze liczba log,,4000 jest wymierna.

Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze liczba log,,4000 jest niewymierna.
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Zadanie 14 (10 punktéw)
Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkeji f okreslonej wzorem
f(x) :x+‘x2—6’
na przedziale [—4, 3] oraz podaé, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze

2?2—6 dla x¢€ (—oo, —\/6} U [\/6, —l—oo)

—224+6 dla ze€ (—\/6, \/6)

a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci

r+22—6 dla z¢€ {—4,—\/6}U{\/6, 3}

r—x?+6 dla $€(—\/6, \/6)

W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedziatu [—4, 3] jest dana wzorem
142z dla z¢€ (-4, -v6)U(V6,3)

1—-2x dla ze€ (—\/6, \/6)

W punktach —v/6 i v/6 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygaé
jej istnienia — wystarczy dotaczyé¢ te punkty do listy punktéw, w ktérych obliczymy
wartos¢ funkcji f.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:

1° W przypadku z € (—4, —\/6) U (\/6, 3) réwnanie f’'(z) =0 sprowadza sie do row-
nania 14+2x =0, co ma rozwiazanie x = —1/2, ktére jednak nie nalezy do rozwazanego
zbioru (—4, —\/6) U (\/6, 3).

2° W przypadku z € (—\/6, \/6) réwnanie f'(x) = 0 sprowadza sie do 1 — 2z =0, co ma
rozwiazanie x = 1/2, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (—\/6, \/6>

fx)=

f'(x) =

Poréwnamy wartosci funkcji f w pieciu punktach:
e konce przedziatu: —4 i 3,
e miejsce zerowe pochodnej: 1/2,
e punkty, w ktérych podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —v/6 i v/6.

f(=4) =6,
f(=V6)==V6,
f(1/2)=6,25,
J(V6) =6,
/(3)=6.

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osiaga warto$¢ najmniejsza réw-
ng —v/6 w punkcie —/6, a wartoé¢ najwieksza réwna 6,25 = 25/4 w punkcie 1/2.
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Zadanie 19 . (10 punktéw)
Korzystajac z definicji pochodnej wyprowadzi¢ wzor na pochodng funkcji f okreslo-

nej wzorem f(z)=+/xz2+1.
Uwaga: Nie wolno korzystaé z reguty de 'Hospitala lub w inny sposéb omijaé¢ bezposred-
nie korzystanie z definicji pochodnej.
Rozwigzanie:
Stosujac definicje pochodnej oraz wzér na réznice kwadratow otrzymujemy:

_ 2 /2 2,2
f,(l’):limf(y) f@):lim\/y tl-ve +1:1im i~ =
e y—x e y-—u = (VEF TV ) - (y— )

o (y—z)-(y+z) o y+o _

= lim = lim =
= (VP THVE L) - (y—2) VR T Ve ]

B rT+x B 2-x B T

VR I+VER L 2Vl Va2l
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Zadanie 1 0. (10 punktéw)
Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nierownosé

3n+1 333
< n > < 92n—4 ’
Rozwigzanie:

Przeprowadzimy dowo6d indukcyjny.

1° Dla n =1 mamy

oraz 0
3

Zatem dana w zadaniu nierownos¢ przyjmuje postaé 4 < 4, jest wiec prawdziwa.

2° Niech teraz n bedzie taka liczbg naturalna, ze

3n4+1) 333

(") < ®)
Wykazemy, ze woéwczas zachodzi nieréwnosé

3n+4 33n

<n+1><22n—2' (<>)

Zauwazmy najpierw, ze lewa strone nieréwnosci (&) mozna zapisaé jako
3n+1\  (Bn+1)!
n ) nl-@n+1)!

Przeksztatcajac lewa strone nieréwnosci () 1 korzystajac z zatozenia indukcyjnego (&)
otrzymujemy

:<3n+4> (3n+4)!  (3n+1)! (3n+2)-(3n+3)-(3n+4)<

n+l) (n+D-2n+3) al-@n+ ) (n+1)-2n+2)-(2n+3)
3% (3n+2)-3-(3n+4) 3% 21 3™

Somd (2p4+2)-(2n+3) S22t 4 22 £
o ile udowodnimy, ze
et 7
Nieréwnosé (©) jest réwnowazna nieréwnosci
(n+§> . (n+%) <1,

(n+1) (n+%)

w ktérej po lewej stronie wystepuje iloczyn dwoch utamkéw mniejszych od 1 (licznik
mniejszy od mianownika, oba dodatnie). Tak wiec jest to nier6wnosé prawdziwa.

Egzamin 2.02.2016 -7 - Odpounedzi i rozwigzania



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1B, zima 2015/16

Kto nie dostrzeze tego rozumowania, bedzie pracowicie przeksztalcal nieréwnosé (©)

do postaci rownowaznych:
(3n+2)-(3n+4)

(n+1)-(2n+3)
2-(3n+2)-(3n+4)<9-(n+1)-(2n+3),
18n2 +36n + 16 < 18n* +45n +27,
0<11n+9

9
\27

i w tym momencie wywnioskuje, ze nieréwnosé¢ (©) jest prawdziwa dla kazdej liczby
naturalnej n.

Tym samym udowodniliSmy, ze dla kazdej liczby naturalnej n z nieréwnosci (&) wy-
nika nieréwnosé ().

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nieréwnosé¢ zostata udo-
wodniona dla kazdej liczby naturalnej n.
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Zadanie 21 . (10 punktéw)
Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem
e —1+In(1—x)
flz)= 2
A dla z=0
jest rozniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.
Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy
eh—1+lrl(1—h) h 3
von v Jh)—=f0) . —y——A . e"—14+In(1-h)—-Ah
o=~ =~ i -
Przy h— 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone %, mozemy wiec
zastosowaé regute de I’Hospitala.

dla z#0

0V =1 eh — ﬁ —3AR?
f ( ) - hli% 4h3
Przy h— 0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec po raz drugi zastoso-

0 Y
wac regute de I’'Hospitala.

eh— 1 _G6Ah
L1 (1—h)?
f(0)=limy 1212

Przy h — 0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone %, mozemy wiec po raz trzeci zastoso-

wac regute de I’'Hospitala.

6h — % - 614
0 = i =)
10) B0 24h
Przy h — 0 otrzymujemy iloraz _186’4, co ma postac nieoznaczong % dla A=—1/6. Wow-

czas mozemy po raz czwarty zastosowac regute de I’'Hospitala.
0 — i et — (1Eh)3 i)
=lim——=——.
710) h—0 24 24

OdpowiedZ: Funkcja f jest rézniczkowalna dla A=—1/6 i wowcezas f'(0) =—5/24.
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Zadanic 22 (10 punktéw)
Wyznaczy¢ punkty, w ktérych funkcja f zdefiniowana wzorem
2
f(a:):%— 10-ln£§g +1)

osiaga najmniejsza i najwieksza warto$¢ na przedziale [9, 11].

Rozwigzanie:
Roézniczkujemy funkcje f i korzystamy ze wzoru skréconego mnozenia na kwadrat roz-
nicy:

f'(x)

+arctg x

1 102 1 ?+1 0 200 L9
99  99-(z24+1) 22+1 99-(22+41) 99-(22+1) 99-(22+1)
2?2 —202+100  (z—10)? -
99-(224+1)  99-(a241)~
przy czym w ostatniej nieréwnosci rownos¢ zachodzi tylko dla x = 10. Poniewaz w intere-

sujacym nas przedziale pochodna funckji f jest dodatnia za wyjatkiem jednego punktu,
w ktorym ma wartos¢ zero, funkcja f jest w tym przedziale rosnaca.

Odpowiedz: Funkcja f osiaga warto$¢ najmniejsza na poczatku przedziatu, czyli
w punkcie 9, a najwieksza na koncu, czyli w punkcie 11.

Uwaga: Na ogdét w tego typu zadaniu nie badaliby$my znaku pochodnej, a jedy-
nie poréwnaliby$my wartosci funkcji na koncach przedziatu i w miejscach zerowania sie
pochodnej. Jednak w tym wypadku jest to praktycznie niewykonalne bez uzycia kalku-
latora, mamy bowiem:

1 10-In82
il ~1,10592
f(9) 1 99 +arctg 9~ 1,105925,
10 10-In101
10)=———— 10~1,1 4
f(10) 99 99 +arctg 10~1,105964
1 10-In122
f(ll):§—%+arctg11%1,105993.
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Zadanie 23« (10 punktéw)
Podaé¢ przyktad takiego szeregu zbieznego Y a, o wyrazach wymiernych dodat-

n=1
nich, ze zachodzi réwnosé

Zan Za

Dla podanego przykladu obliczy¢ wartosci sum S; = Y- a,, oraz S3= 3 a>.
n=1 n=
Rozwigzanie:
Sposob I:
Spréobujemy znalezé szereg geometryczny o zadanych wtasnosciach.
W tym celu zalézmy, ze a, = cg™ ', pamietajac, aby ¢ >0 oraz 0 < ¢ < 1 byly liczbami
wymiernymi. Wowczas

Zan Zcq =

oraz .
[%S) %) n—1 c

Sa=3c (@) =1

co sprowadza réwnos¢ podana w tresci zadania do postaci

Poniewaz

I—¢¢ 1—q 1+q+¢*’
réwnanie (#) mozna zapisa¢ jako
2

c —
l+q+¢
czyli
A=14+q+¢*.

Konstrukcja przyktadu bedzie zakonczona, jesli znajdziemy taka liczbe wymierng do-
datnig ¢ <1, ze liczba 1+ g+ ¢? jest kwadratem liczby wymiernej.
Przyjmujac ¢ =m/n, gdzie m <n sa liczbami naturalnymi, otrzymujemy

N
- .

7 réwnosci 32+3-5+52 =72 (tréjkat o bokach 3, 5, 7 ma kat 120°) wnioskujemy, ze

zdefiniowana wyzej liczba ¢ jest wymierna dlam =3, n =5. Wowczas ¢ =3/5 oraz c=7/5,

a przy tym

CcC=

6 15 15T
'-35 2/5 2
oraz
343/125 343/125 343 7

5= 107125 (15—27)/125 98 2
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Odpowiedz: Przykladem szeregu spetniajacego warunki zadania jest szereg

007.371—1
P

a wartosci sum wymienionych w tresci zadania sa réwne S; = S3 =7/2.

Sposéb 1I:
Skonstruujemy zadany w zadaniu szereg modyfikujac dowolny szereg o wyrazach wy-
miernych dodatnich i znanej sumie oraz znanej sumie szescianéw wyrazow.

o0
Za punkt wyjscia wezmy mozliwie najprostszy szereg Z b,, dla ktorego potrafimy

wyliczy¢ podane w tresci zadania sumy. Niech b,, = 2". Wowczas
<1 1

Zb —Zi oraz st 8” ?

Przeskalujmy szereg Z b,, aby rozwazane sumy staly sie catkowite (wtedy tatwiej
n=1

bedzie nad nimi zapanowac). Przyjmijmy ¢, =7b, = l. Otrzymujemy

> <7 73
ch Z =7 oraz Zc —Z =49.
n=1 n=1 2n n=1 8
Dotézmy na poczatku szeregu k wyrazow réwnych 1 /2, czyli przyjmijmy
1
= dla n<k
an=1{ 2
n 7
Sk dla n>k
Wowcezas
> k
n=1 2
oraz

> k
53:Zai:49+§,

n=1
skad wynika, ze liczba k powinna spetnia¢ réwnanie
k k
T+—-=49+—.
+ 2 * 8
To prowadzi do k=112.

Odpowiedz: Przykladem szeregu spelniaj@cego warunki zadania jest szereg
112
1

Z Z oan— on—112 7

n=113
a wartos$ci sum wymienionych w tresm zadania sa rowne Sy =55 =
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Zadanic 24 . (10 punktéw)
Obliczy¢ granice (ciagu)

, n? n?41 n?+42 n?+3 n?4+4
S T o 3 3
VISHL 1) 41 24211 (24341 244+ 1
n?+k (n+3)?
tee————— | .
(n?+k)"+1 \/(n+3)6+1
Rozwigzanie:

Zauwazamy, ze dana w zadaniu suma ma (n+3)3 —n?+1=6n+ 10 wyrazéw. Szacujemy

ja obustronnie:

6n+9 2 k 2
AR (en0). D)

2
n
(6n+10) ————x< ) ——— ;
J(+3)+1 kS0 /(24 k) +1 vnf+1
a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego przy n — +oo.
Otrzymujemy

2 10 1
(6n+10)- 1 :<6+>- —6
oraz )
3) 10\ (1+3
(6n+10)-<”+6 ) :<6—|—>-(>—>6
n®+1 n /1_,_#

Korzystajac z twierdzenia o trzech ciagach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu
wyrazenia jest rowna 6.
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Zadanie 29« (10 punktéw)

W kazdym z zadan 25.1-25.10 podaj granice funkcji.
Za kazdg poprawng odpowiedz otrzymasz 1 punkt.

25.1.

25.2.

25.3.

25.4.

25.5.

25.6.

25.7.

25.8.

lim (\/1‘2—1—35—1’) =1/2

T—400

lim (\/:c2+2x—a:) =1
xr——+00

lim (Va¥+22—2)=1/3

lim (\3/:B3+2x2—:n) =2/3

1 7 6
25.9. lim P10,
T—+00 Inzx
7 6
25.10. lim @270 .
T—-+00 Inx
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Zadanie 20 . (10 punktéw)
Niech T bedzie zbiorem wszystkich ciagéw (a,) spelniajacych warunek

1
Vo |a,—1]<—.
neN n

W kazdym z zadan 26.1-26.10 podaj odpowiedni kres zbioru. Za kazdy poprawnie
podany kres otrzymasz 1 punkt.

26.1. sup{a;: (a,) € T}=2

26.2. inf{a;: (a,) €T}=0

26.3. sup{asz: (a,) €T}=3/2

26.4. inf{as: (a,) € Th=1/2

26.5. sup{as—as: (a,) €T}=5/6
26.6. inf{as—as: (a,) €T}=-5/6
26.7. sup{as—ag: (a,) €T}=1/2
26.8. inf{az—as: (a,) €T}=-1/2
26.9. sup{as+as+ags: (a,) €T}=4

26.10. inf{as+as+as: (a,) €T}=2
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Zadanie 31« (10 punktéw)
Dowiesé, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

2
( ”) VIbntd<9-4m.
n
Rozwigzanie:

Zamierzamy przeprowadzi¢ dowdd indukcyjny.

1° (w tej chwili wydaje nam sieg, ze jest to pierwszy krok indukecyjny) Dla n =1 mamy

9
L— ( ”) VIBn+4=2-v19
n

oraz

P=9.4"1=9.4=9,

a zatem dana w zadaniu nieréwnos$é¢ przyjmuje postaé 2-1/19 <9, czyli /76 < /81, jest
wiec prawdziwa.

2° Niech teraz n bedzie taka liczba naturalng, ze
2
< ”) VIBnFd<9.4"".
n

Chcemy wykazaé, ze

Mm—+2
(”J“ >-\/15n+19<9-4”.

n+1

Wychodzac od lewej strony powyzszej nierownosci otrzymujemy

EnT19 <2n—|—2> V15n+19(2n+2)! /150 +19(2n)!(2n+1)(2n+2)
n . = _ _

n+1 (n+1)!(n+1)! nl(n+1)nl(n+1)
2 15 19(2 1)(2n+2 2 24/15 19(2 1
_ o [ V15n+19(2n+1)(2n+ ): T (27 V15n+19(2n+ )<
n V1bn+4(n+1)2 n V1bn+4(n+1)
24/15 19(2 1
cgoqn-1, VIFCRED) g ety g
V1bn+4(n+1)
o ile udowodnimy, ze
2vTon+10(2n+1) _
V1bn+4(n+1)

Powyzsza nieré6wnosé jest rownowazna kolejnym nieréwnosciom

2v/15n+19(2n+1) <4v15n+4(n+1),

VI5n+19(2n+1) <2V15n+4(n+1),
(15n+19)- (2n+1)*<4-(15n+4)- (n+1)?,
60n° 4+ 136n% +91n+ 19 < 60n® + 136n> +92n+ 16,
3<n.

Drugi krok indukeyjny zostat wiec przeprowadzony tylko dla n > 3.
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Dla kompletnosci dowodu nalezy sprawdzi¢ dana w tresci zadania nieréwnosé dla n =2
i n=23. Sprawdzenie dla n =3 okazuje sie przejmowac role pierwszego kroku indukcyjne-
go, a sprawdzenie dla n =2 weryfikuje dowodzong nieréwnos¢ w przypadku, ktory dotad
nie zostal sprawdzony, ani tez nie wynika z dowodu indukcyjnego.

Dla n =2 otrzymujemy
4
L= <2> ‘V34=6-v/34<6-V36=36 oraz P=9-4'=36,

skad L < P.

1° (to okazuje sie by¢ pierwszym krokiem indukcyjnym) Dla n =3 otrzymujemy
6
L= (3) V/49=20-7=140 oraz P=9-4>=144,

skad L < P.

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nieréwno$c¢ zostata udo-
wodniona dla kazdej liczby naturalnej n > 3, a ponadto wykonalismy bezposrednie spraw-
dzenie dlan=1in=2.

Egzamin 2.02.2016 - 17 - Odpounedzi i rozwigzania



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1B, zima 2015/16

Zadanie 32« (10 punktéw)
Wyznaczyé¢ (wraz z pelnym uzasadnieniem) kresy zbioru
mn
Z:{: m,nEN} :
4m? +9n?
Rozwigzanie:
Rozwiazanie zadania oprzemy na nastepujacych spostrzezeniach:

1° Wszystkie elementy zbioru Z sa dodatnie.

2° Istnieje ciag o wyrazach ze zbioru Z zbiezny do zera.

Dla dowodu tego spostrzezenia wystarczy przyja¢ m =1 w wyrazeniu
mn

4m2+9n?
Otrzymamy wowczas

1
lim —=1lim ——— =
n—0449n2  n—ocd.p=149n

3° Liczba 1/12 jest elementem zbioru Z.
Aby to zobaczy¢, wystaczy podstawi¢ m=3in=2w (©).

4° Kazdy element zbioru Z jest niewickszy od 1/12.
Istotnie, z nieréwnosci miedzy $rednig geometryczng i arytmetyczng liczb 4m? i 9n
otrzymujemy

2

2 2
‘/4m2,9n2<wj

2
co tatwo przeksztatlcamy do postaci
mn
L
Am2+9n? 12

Na podstawie spostrzezen 1° i 2° stwierdzamy, ze inf Z =0, a ze spostrzezen 3° i 4°
wynika supZ =1/12

Odpowiedz: Kres dolny danego zbioru jest réwny 0, a kres gorny 1/12.
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Zadanie 33« (10 punktéw)
Obliczy¢ sume szeregu

i 1
—n’+5n’
Rozwigzanie:
Szukamy takich liczb A i B, ze
1 1 A B

n2+5n  n-(n+5) 7 nis
Po wymnozeniu prawej réwnosci stronami przez n - (n—+5) otrzymujemy
1=A(n+5)+Bn.
Dla n=0 otrzymujemy A =1/5, natomiast przyjecie n = —5 daje B=—1/5.
Zatem N-ta suma czesciowa danego szeregu wyraza sie¢ wzorem
Yoo

=% a5 i)
G- GGG 6 G )
+(N 3 N+2 )+<N 2 N+3>+(N1—1_N1+4>+(J1V_N1+5>)

1/1 1 1 1 1 1
5<1+2+3 4+5 N+1 N+2_N+3_N+4_N+5)’
co przy N dazacym do +oo zbiega do

1<1 1 1 1 1) 1 604+30+204+15+12 137

I 5 60 300

5 \1 2+3+4+5

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 137/300.
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Zadanie 34 (10 punktéw)
Udowodnié¢ nieréwnosci
1 1
— tg b1 —arctg 49 < ——.
1301 = ATCtE Ot TAAE A= 10y
Rozwigzanie:
7, twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej rachunku rézniczkowego zastosowanego
do funkcji f(z) = arctg x na przedziale [49, 51] wynika istnienie takiej liczby ¢ € (49, 51),
ze
arctg 51 —arctg 49=(51—49)- f'(c)=2- f'(c).

Poniewaz 1
I —
f (Q?) - LU2 + 1 )
z nieréwnosci 49 < ¢ < 51 otrzymujemy
1 2 2 2 2 2 1

< arctg bl —arctg 49 =

= = _ < — =
1301 2602 512+1 2+1 49241 2402 1201°
co konczy dowdd nieréwnosci podanych w tresci zadania.
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Zadanie 3O« (10 punktéw)
Udowodnié¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 2 zachodzi nieréwnos¢

(n—2)-n*" 1< (n—1)""(n+1)*".

Rozwigzanie:
Przepisujemy dana nierownos¢ w postaci

(n2 — Qn) . (n2)2n_1 < <n2 — 1)2n
i zauwazamy, ze w otrzymanej nieréwnosci po kazdej ze stron znajduje sie iloczyn
2n czynnikéw nieujemnych o takiej samej sumie réwnej 2n® —2n.
Zgodnie z przeformutowaniem nieréwnosci miedzy $rednig arytmetyczng i geometrycz-
na, iloczyn ustalonej liczby czynnikéw nieujemnych o ustalonej sumie jest najwickszy,
gdy wszystkie jego czynniki sa réwne. Stad wynika prawdziwo$¢ dowodzonej nierownosci.
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Zadanie 30 . (10 punktéw)
W kazdym z zadan 36.1-36.10 dla podanej liczby a podaj taka liczbe b, ze funkcja
f:R— R okreslona wzorem
f(z)=alx|+bx

spetia dla kazdej liczby rzeczywistej x réwnosé f(f(z)) =z, czyli jest odwrotna do samej
siebie.
Za kazda poprawng odpowiedz otrzymasz 1 punkt.

36.1. a=1, b=—v2

36.2. a=—1, b=—+2

36.3. a=2, b=—+5

36.4. a=-2, b=—4/5

36.5. a=3, b=—/10

36.6. a=-3, b=—/10

36.7. a=3/4, b=-5/4

36.8. a=-3/4, b=-—5/4

36.9. a=4/3, b=-—5/3

36.10. a=-4/3, b=-5/3
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