Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1B, zima 2015/16

Egzamin, 15.02.2016, godz. 9:00-13:20

Zadanie 1 1. (10 punktéw)

W kazdym z zadan 11.1-11.10 podaj (w postaci uproszczonej) kresy zbioru oraz
napisz, czy kresy naleza do zbioru (napisz TAK albo NIE).
Kres moze by¢ liczba rzeczywista lub moze by¢ réwny —oo albo +oo = 0.

Za kazde zadanie, w ktérym podasz bezblednie oba kresy i poprawnie okreslisz ich
przynaleznos$é¢ do zbioru, otrzymasz 1 punkt.
Za kazde zadanie, w ktorym podasz bezblednie oba kresy i poprawnie okreslisz przyna-
lezno$é jednego z nich do zbioru, otrzymasz 0,5 punktu.
Za pozostate zadania nie otrzymasz punktow.

N={1,2,3,4,5,...} oznacza zbiér liczb naturalnych (catkowitych dodatnich).

11.1. A:{Bn—l(): nEN} Ocena .......
INf A= SUP A = e,
Czy kres dolny nalezy do zbioru A .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru A ..........

11.2. B { ! € N} @)

2. B={———:n cena .......
3n—20
INf B = SUP B = oo
Czy kres dolny nalezy do zbioru B .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru B ..........
11.3.C:{3n_26:n€N} Ocena .......
InfC = . SUP O = oo
Czy kres dolny nalezy do zbioru C' .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru C' ..........
11.4. D { ! € N} O
4. D= ———: na .......
P " cena
INfD = SUP D = (oo
Czy kres dolny nalezy do zbioru D .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru D ..........
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11.5. E:{(\/26—4>n: nEN} Ocena .......
INf = SUP E = oo
Czy kres dolny nalezy do zbioru E .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru F ..........

11.6. F:{(\/%—S)n: nEN} Ocena .......
I F = SUP F = oo
Czy kres dolny nalezy do zbioru F .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru F' ..........

11.7. Gz{(\/26—6>n: nGN} Ocena .......
INfG = SUP G = it
Czy kres dolny nalezy do zbioru G .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru G ..........

11.8. H= {212 cre (=2, 1)} Ocena .......
INfH = e SUP H = oo
Czy kres dolny nalezy do zbioru H .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru H ..........

11.9. I = {2“53 rx e (-2, 1)} Ocena .......
INfl = SUP L = oo
Czy kres dolny nalezy do zbioru I .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru [ ..........

11.10. J = {2’34 rre (=2, 1)} Ocena .......
INE T = SUP J = e
Czy kres dolny nalezy do zbioru J .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru J ..........
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Zadanie 1 2. (10 punktéw)
W kazdym z zadan 12.1-12.10 podaj granice funkc;ji.

Za kazda poprawna odpowiedZ otrzymasz 1 punkt.
12.1. lir_n 2

12.2. 1M 2% =

12.8. B 22 =

12.4. Bl 2% =

12.5. 2% =

12.6. L 23 =

127, B 4% =

12.8. Bl 23 =

12.9. Bl 3% =

5T

4
12.10. L 32 =

r——00
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Zadanie 1 3. (10 punktéw)
Dowiesé, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

3n+2 33+l
n S 92n+2

Zadanie 14. (10 punktow)
Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkeji f okreélonej wzorem

f(2) =V922 +62+1—2?

na przedziale [—2, 3] oraz podaé, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.

Zadanie 1. (10 punktéw)

Korzystajac z definicji pochodnej wyprowadzi¢ wzér na pochodna funkcji f okreslo-
nej wzorem f(z)= va*+1.
Uwaga: Nie wolno korzysta¢ z reguty de I’Hospitala lub w inny sposéb omija¢ bezposred-
nie korzystanie z definicji pochodne;j.

Zadanie 1 0. (10 punktéw)
Wyznaczy¢ asymptoty funkeji f okreslonej wzorem

f(x):m.
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Zadanie 21 . (10 punktéw)
Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem

“—e—er—ex?
flz)= a
A dla z=0

jest rozniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

dla z#0

Zadanie 22 (10 punktéw)
Wskazujac odpowiednig liczbe wymierng dodatnia C' oraz liczbe rzeczywista k udo-
wodni¢, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n zachodzg nieréwnosci

64n —37+2

Cnf < e—e—xu—"<6Cn".
V16n+65—1

Zadanic 23« (10 punktéw)

Obliczy¢ granice (ciagu)

_ n? n®+9 n3+18 n®+27 n?+36

lim + + + +
n=o\\/nk4+n3 Vb 4n34+9  VnEF4n3+18  VnF4nd3 427 VnF+n3+36

N n®+9i . (n+3)%—18 (n+3)*-9 N (n+3)*
S VAR ek (043318 \fnf+(n+3)P =9 \/nF+(n+3)3

dla tak dobranej wartosci rzeczywistej dodatniej parametru k, aby powyzsza granica
byta dodatnia i skonczona.

Zadanic 24 . (10 punktéw)
Funkcja f: [0, +00) — R jest okre$lona wzorem

flx)=2+x.

Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywistag dodatnia C, ze spetnione sg nastepujace dwa wa-

runki: b b
f (a; ) > f@;f( ) dla dowoluych a,be (0, C)

oraz

dla dowolnych a,be (C, +00).

f<a+b><f(a)+f(b)
2 2
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Zadanie 29« (10 punktéw)

W kazdym z zadan 25.1-25.10 podaj (w postaci uproszczonej) kresy zbioru oraz
napisz, czy kresy naleza do zbioru (napisz TAK albo NIE).
Kres moze by¢ liczba rzeczywista lub moze byé¢ réwny —oo albo +oo = oc0.

Za kazde zadanie, w ktorym podasz bezblednie oba kresy i poprawnie okreslisz ich
przynalezno$¢ do zbioru, otrzymasz 1 punkt.
Za kazde zadanie, w ktorym podasz bezblednie oba kresy i poprawnie okreslisz przyna-
lezno$é jednego z nich do zbioru, otrzymasz 0,5 punktu.
Za pozostate zadania nie otrzymasz punktow.

N={1,2,3,4,5,...} oznacza zbiér liczb naturalnych (catkowitych dodatnich).

25.1. A={z—Inz:z€(2,3)} Ocena .......
INf A = SUD A = o
Czy kres dolny nalezy do zbioru A .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru A ..........

25.2. B={z—2-Inz: z€(2,3)} Ocena .......
INT B = e SUP B = oo
Czy kres dolny nalezy do zbioru B .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru B ..........

25.3. C={z—3-lnx: z€(2,3)} Ocena .......
INfC = SUP C = oo
Czy kres dolny nalezy do zbioru C' .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru C' ..........

25.4. D={z—4-lnx: z€(2,3)} Ocena .......
iInf D= SUP D = o
Czy kres dolny nalezy do zbioru D .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru D ..........
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25.5. E:{m: m,neN A 3”2<2m2<5”2} Ocena .......
n
INf = SUP E = oo
Czy kres dolny nalezy do zbioru £ .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru E ..........
m 3 3 3
25.6.F:{:m,n€N/\3" <2m <5"} Ocena .......
n
I F = SUP F = oo
Czy kres dolny nalezy do zbioru F' .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru F' ..........
m 2 2 2
25.7.G:{:m,n€N/\4" <2m <8"} Ocena .......
n
INfG = SUP (G = oo
Czy kres dolny nalezy do zbioru G .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru G ..........
m 2 2 2
25.8.H:{:m,n€N A 97 < am <27"} Ocena ...
n
INfH = SUP H = oo
Czy kres dolny nalezy do zbioru H .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru H ..........
m 2 2 2
25.9. [ = {: mneN A 16" <2™ <32" } Ocena .......
n
INf T = SUP L = oo
Czy kres dolny nalezy do zbioru I .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru [ ..........
25.10. J = {m :m,nEN A 277 <3™ < 81"2} Ocena .......
n
INf T = SUP J = oo
Czy kres dolny nalezy do zbioru J .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru J ..........
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Zadanie 20 . (10 punktéw)

Niech T bedzie zbiorem wszystkich ciagéw (a,) spelniajacych warunek
1

< —.
n

Y
neN

W kazdym z zadan 26.1-26.10 podaj odpowiedni kres zbioru. Za kazdy poprawnie
podany kres otrzymasz 1 punkt.

Ap — —
n

26.1. sup{ar: (an) €T = oot

26.2. inf{ar: (a,) €T = . o

26.3. sup{as: (an) €T = oo

26.4. inflas: (a,) ET = oo

26.5. sup{as—as: (@) ET = oot

26.6. inf{as—ag: (@n) ET = . i

26.7. sup{az—ag: (@n) E T = ot

26.8. inflas—ag: (@n) ET = . oo

26.9. sup{astas+ag: (an) ET = oot

26.10. inf{as+as+ag: (an) ETF= oo
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