Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1B, zima 2015/16

KOLOKWIUM nr 10, 21.12.2015, godz. 14.15-15.00

Zadanie 18. (10 punktéw)

Korzystajac z definicji pochodnej wyprowadzi¢ wzor na pochodng funkcji f okreslo-
nej wzorem f(x)= +/z na przedziale (0, +00).

Rozwigzanie:

Stosujac definicje pochodnej oraz wzor na roéznice czwartych poteg otrzymujemy:
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Zadanie 19. (10 punktéw)
Podaé¢ przyktad takiego szeregu zbieznego Y a, o wyrazach wymiernych dodat-

n=1
nich, ze jego suma jest liczba wymierna, a ponadto zachodzi réwnosé

00 00
Sa2=>dl.
n=1 n=1

Dla podanego przyktadu obliczy¢ wartosci sum S; = Z y, So= Z a? oraz Sy= Z at

Wskazowka: Poszukaé szeregu geometrycznego.
Rozwigzanie:
Zgodnie ze wskazoéwka sprobujemy znalezé szereg geometryczny o zadanych wtasnosciach.

W tym celu zalézmy, ze a, = cg™ ', pamietajac, aby ¢ >0 oraz 0 < ¢ < 1 byly liczbami
wymiernymi. Wowczas

Zan Zcq =g

q
jest liczba wymierna.
Ponadto . . )
2 2( 2\ 1 c
Zanzzc (q> 12
n=1 n=1 q
oraz

Ya=3e () =1

co sprowadza réwnos¢ podanag w tresci zadania do postaci

Poniewaz

1—q4: 1—q2.1—|—q27

réwnanie (#) mozna zapisaé jako

Trg
czyli
c=1+q.

Konstrukcja przyktadu bedzie zakonczona, jesli znajdziemy taka liczbe wymierng do-
datnig ¢ <1, ze liczba 1+ ¢? jest kwadratem liczby wymierne;j.

Przyjmujac ¢ =m/n, gdzie m <n sa liczbami naturalnymi, otrzymujemy
N

- .
7 réwnosci 32 +4% =52 wnioskujemy, ze zdefiniowana wyzej liczba ¢ jest wymierna dla
m=23, n=4. Wéwczas ¢=3/4 oraz c=5/4, a przy tym
5/4 5/4

1-3/4 1/4 7

CcC=

Sy =
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o _ 25/16 _25/16 25
*T1-9/16  7/16 7

oraz
5 _ 625/256  625/256 625 625 25
1T 1-81/256  (256—81)/256 256—81 175 7

Odpowiedz: Przyktadem szeregu spehiajacego warunki zadania jest szereg

005.371—1
oo

a wartosci sum wymienionych w tresci zadania sa réwne Sy =5 oraz Sy =5, =25/7.

Uwaga: Jezeli ufamy w bezbtednos$é przeprowadzonych przez nas przeksztatcen, bez-
posrednie wyliczanie S; nie jest konieczne, gdyz zaprezentowana metoda rozwiazania
gwarantuje réwnos¢ So = Sy. Jesli jednak w rachunkach pojawit sie btad, a my nie prze-
prowadziliSmy uczciwie sugerowanych w tresci zadania obliczen sprawdzajacych réwnosé
Sy =S4, mozemy Sciagnaé na siebie wickszy gniew osoby oceniajacej rozwiazanie, nizby-
sSmy na to zastugiwali tylko z powodu drobnego btedu rachunkowego.

Uwaga 2: Przez Sy zwykle oznaczamy N-ta sume czesciowa szeregu, podczas gdy su-
my St, Sa, Sy w tredci zadania sg czym$ zupetie innym. Zadanie sprawdza wiec przy oka-
zji (bo nie to jest jego gldwnym celem) rozumienie, ze te same oznaczenia moga w réznym
kontekscie znaczy¢ co$ zupetnie innego. Student, ktéry nie miatby tej Swiadomosci, bytby
narazony na bezkrytyczne przyswojenie nastepujacego wzoru Pitagorasa-Einsteina:

E:m~<a2—|—b2) .
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