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Zadanie 23. (12 punkt()w)
Obliczy¢ granice (ciagu)

: vnd+1 n3+2 n3+3 n3+k n+1)°
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Rozwigzanie:
Zauwazamy, ze ostatni sktadnik danej w zadaniu sumy mozna zapisa¢ jako
Vn3+3n2+3n+1

VAT —1 ’

skad wynika, ze ma ona 3n?+3n+ 1 sktadnikéw.

Oznaczymy sume wystepujaca w tresci zadania przez b, i oszacujemy ja od gory przez
wspélne oszacowanie sktadnikow (liczniki od géry, mianowniki od dotu) przemnozone
przez liczbe sktadnikow. Oznaczymy uzyskane oszacowanie przez c,.

n+1)3
b, < <3n2+3n+1) -chn.

VA" —1
Postepujac analogicznie oszacujemy dana sume od dotu przez wspoélne oszacowanie sktad-
nikéw (liczniki od dotu, mianowniki od gory) przemmnozone przez liczbe sktadnikéw.
Oznaczymy uzyskane oszacowanie przez a,,.
vnd+1

bu> (307 +3n+1) ——— =a,.

VA49In74+1

Obliczajac granice ciagéw (a,) i (¢,) otrzymujemy:

vn3+1 vV1i+n=3 3

lim a, = lim (3n*+3n+1) - ————= lim (3+3n" ' +n"?) ————=_

n—o00 n—ﬁn( ) 49n7%_1 n—ﬂm( ) 1/49_|_n—7 7
oraz

(n+1)3 (14+n-1)° 3

lim ¢, = lim (3n?+3n+1) Y ———= lim (3+3n '4n?) Y—v—ot- ==,

n—o00 n—%w( ) 49%7—-1 n—%n( ) 1/49__n—7 7

Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci
an S by <y,
a ponadto

lim ¢, =
n—oo

oraz

lim a, =—,
n—oo

Nlw gw

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
3

lim b, = =

Odpowiedz: Wartosé granicy podanej w tresci zadania jest rowna 3/7.
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Zadanie 24 (12 punktéw)
Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkeji f okreslonej wzorem
f(x) :3m+‘x3—9x’
na przedziale [—4, V 10} oraz podacé, w ktorych punktach te wartosci sg osiggane.
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze

2?9z =(z—3)-2-(z+3).
Stad

‘xg —93:‘ [ 2*=9z dla z€[-3,0]U[3, +00)
| =349z dla ze(—o0, —3)Ue(0,3)

a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci

f(x)—{ x3 —6x dla xe€[-3, O]U[3, \/1_0}
| —2*4122 dla ze[—4, -3)Ue(0,3)

W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedziatu {—4, vV 10} jest dana wzorem

f,(x):{ 30:7—6  dla we(-3,0)U(3,VI0)
—3224+12 dla z € (-4, -3)Ue(0,3)
W punktach —3, 0 i 3 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygac jej
istnienia — wystarczy dotaczy¢ te punkty do listy punktéw, w ktorych obliczymy wartosé
funkcji f.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodne;j:

1° W przypadku z € (—=3,0)U (3, \/1_0) réwnanie f’(z)=0 sprowadza si¢ do 3z% =6,
co ma dwa rozwigzania x =4+/2, z ktérych tylko jedno, a mianowicie x = —+/2, nalezy
do rozwazanego zbioru (—3,0)U (3, \/1_0)

2° W przypadku z € (—4, —3)U € (0, 3) réwnanie f'(x) =0 sprowadza si¢ do 3z? =12,
co ma dwa rozwigzania x = =+2, z ktorych tylko jedno, a mianowicie x =2, nalezy do
rozwazanego zbioru (—4, —3)U € (0, 3).

Poréwnamy wartosci funkcji f w siedmiu punktach:
e konce przedziatu: —4 i \/E,
e miejsca zerowe pochodnej: —v/2 1 2,
e punkty, w ktérych podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —3, 0 i 3.

f(=4)=16, [f(=3)=-9, [f(0O)=13, [f(2)=16, [f(3)=9,
f(—ﬁ)z(—ﬂ)3+6-\/§=—2-\/§+6-¢§:4-\/§e(4,8), bo v2e(1,2),

f(V10) = (\/E)3—6-\/E=1o-\/1_0—6-\/ﬁz4-\/ﬁe<12, 16), bo V10€(3,4).

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osiaga warto$¢ najmniejsza réw-
nag —9 w punkcie —3, a wartos¢ najwieksza rowng 16 w punktach —4 i 2.
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