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KOLOKWIUM nr 1, 12.10.2015, godz. 14.15-15.00

Zadanie 1. (10 punktéw)

Przy kazdym z ponizszych 18 zdan w miejscu kropek postaw jedna z liter P, F, N:

P - jest Prawda (tzn. musi by¢ prawdziwe)

F - jest Falszem (tzn. musi by¢ falszywe)

N - moze by¢ prawdziwe lub fatszywe (tzn. Nie wiadomo, czasem bywa prawdziwe,
a czasem falszywe)

Za podanie n poprawnych odpowiedzi otrzymasz max(0, n —8) punktéw.

O zdaniu T'(n) wiadomo, ze
e dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi implikacja T'(n) =T (n+1),
e implikacja 7°(100) = 7(10) jest falszywa.

Co mozna wywnioskowaé o prawdziwosci zdania:

a)T(1)...F b) T(9) ... F

c)T(11) ... N d) T(99)...N

e) T(101) ... P £) 7(999) ... P

g) T(5)=T(55)...P h) T(77)=T(7) ... N

i) T(5)=T(555) ... P )T =>T(7) ... F
k) T(55)=T(555) ... P ) T(777)=T(77) ... N
m) T(4)=T(6) ... P n) 7(8)=T(3)...P

0) T(44)=T(66) ... P p) T(88)=T(33) ... N
q) T(444) = T(666) . . . P r) T(888)=T(333) ... P
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Zadanie 2. (10 punktéw)
Dowiesé, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

<2n+2> <.
n

Rozwigzanie:

Sposob I:

Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

()

P=4'=4.

1° Dla n =1 mamy

oraz

Zatem dana w zadaniu nieréwnos¢ przyjmuje postac¢ 4 <4, jest wiec prawdziwa.

2° Niech teraz n bedzie taka liczbg naturalna, ze

2n+2 n
) <. .
Wykazemy, ze woéwczas zachodzi nieréwnosé
2n+4 n
<n+1><4+1. )

Zauwazmy najpierw, ze lewa strone nieréwnosci (é) mozna zapisaé jako
2n+2 (2n+2)!
( n ) :n!-(n+2)! '
Przeksztalcajac lewa strone nieréwnosci (<») i korzystajac z zatozenia indukcyjnego (é)
otrzymujemy
L:<2n—|—4>_ (2n+4)! (2n+2)!  (2n+3)-(2n+4)
n+1

(n+D!-(n+3)! nl-(n+2)l (n+1)-(n+3)

2n+3)-(2n+4)

n (
<4 (n+1)-(n+3)

4" 4=4"1 =P,

o ile udowodnimy, ze
(2n+3)-(2n+4)

(n+1)-(n+3)

Nier6wnosé (©) jest réwnowazna kolejnym nieréwnosciom
(2n+3)-(2n+4)<4-(n+1)-(n+3),
(2n+3)-(n+2)<2-(n+1)-(n+3),

2n° +Tn+6 <2n°+8n+6
<

6
0

n,
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a zatem nieréwnos¢ (Q) jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n.
Tym samym udowodniliSmy, ze dla kazdej liczby naturalnej n z nieréwnosci (&) wy-
nika nieréwnosé ().

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nieréwnosé zostata udo-
wodniona dla kazdej liczby naturalnej n.

Sposob 11:

Idea rozwigzania:

. . e, , . .. PIR))
Wykazemy, ze lewa strona dowodzonej nieréwnosci, czyli liczba ( nt

), jest sumag
czterech liczb wystepujacych w 2n-tym wierszu trojkata Pascala (rozszerzonego do dol-
nej péiplaszczyzny umownymi zerami). Z kolei prawa strona dowodzonej nier6wnosci
jest sumg wszystkich wyrazow tego wiersza. Poniewaz wyrazy trojkata Pascala sg nie-
ujemne, suma kilku wyrazow jednego wiersza nie przekracza sumy wszystkich wyrazow
tego wiersza.

Rozwigzanie wlasciwe:
Korzystajac ze wzordéw

m\ m—1 L m—1 m\ m
k)T \k=1 k oraz k)" \m—k
otrzymujemy

290 )2 (2)-(2)- )
D) B2

n+1 2n
k=n—2 k k=0 k

co konczy dowdd nieréwnosci podanej w tresci zadania.

Uwagi:
Dla n =1 sktadnik (ffz) = (_21) jest legalny i ma wartosé 0.

2n
. , . . . . . 2
Podobnie, poprawnym, cho¢ moze nieco dziwnym sposobem zapisania sumy Y. (,:‘)
k=0

> (7)

k=—o00

jest

Jesli kto$ sie brzydzi rozszerzaniem trojkata Pascala przez wypelnienie dolnej pot-
plaszczyzny zerami, moze po prostu sprawdzi¢ prawdziwos¢ dowodzonej nierownosci dla
n=1, a dalszg czes¢ rozumowania przeprowadzi¢ dla n > 2 jak wyzej, bez koniecznosci
odwolywania sie¢ do wyrazéw rozszerzonego trojkata Pascala rownych 0.
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