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KOLOKWIUM nr 2, 19.10.2015, godz. 14.15-15.00

Zadanie e (10 punktéw)
Dowies¢, ze liczba log,,60 jest niewymierna.
Rozwigzanie:

Sposéb I:

Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Zatézmy, ze liczba logs,60 jest wymierna i niech
m/n bedzie jej przedstawieniem w postaci ilorazu liczb naturalnych (zauwazmy, ze jest
to liczba dodatnia). Wéwczas otrzymujemy kolejno

m
log,,60 = —
€30 n
30™/™ =60
30™=60".
Dalsza czesé dowodu, polegajaca na wykazaniu, ze powyzsze rownanie nie ma rozwig-
zan w liczbach naturalnych, mozna przeprowadzi¢ dwoma sposobami.

Sposob A:
Rozktadajac obie strony powyzszej rownosci na iloczyny poteg liczb pierwszych otrzy-
mujemy
2m.3m.5m =9 . 3n. 5"

7 twierdzenia o jednoznaczno$ci rozktadu na czynniki pierwsze wynika, ze wyktadni-
ki przy odpowiednich potegach liczb pierwszych po obu stronach réwnosci sg réwne,
co prowadzi do nastepujacego uktadu réwnan:

m = 2n
m = n
m = n

Jednak powyzszy uktad réwnan nie ma rozwiazania w liczbach dodatnich m, n, gdyz
wowczas mielibysSmy
m=2n>n=m.

Mozliwa jest tez inna argumentacja: rozwigzujemy powyzszy uktad rownan w liczbach
rzeczywistych otrzymujac jedyne rozwiazanie m=n=0 i stwierdzamy, ze nie jest to
rozwigzanie w liczbach naturalnych.

Doszlismy wiec do sprzecznosci z zalozeniem, ze liczba log,,60 jest wymierna.
Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze liczba logs,60 jest niewymierna.

Sposob B:

Poniewaz dowolna potega liczby 30 ma ostatnig niezerowa cyfre 1, 3, 7 lub 9, a w po-
tegach liczby 60 ostatnia niezerowa cyfra jest réwna 6, rownanie 30™ = 60" nie ma roz-
wigzan w liczbach naturalnych m, n.

Doszlismy wiec do sprzecznosci z zalozeniem, ze liczba log,,60 jest wymierna.

Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze liczba logs,60 jest niewymierna.
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Sposob I1:

Z réwnosci )

log,30 b 1+1log,15
wnioskujemy, ze liczba logs,60 jest wymierna wtedy i tylko wtedy, gdy liczba log,15
jest wymierna. Zatem zadanie bedzie rozwiazane, jezeli wykazemy niewymiernos¢ liczby
log, 15, co udowodnimy przeprowadzajac dowod nie wprost.

Zat6ézmy, ze liczba log, 15 jest wymierna i niech m/n bedzie jej przedstawieniem w po-
staci ilorazu liczb naturalnych (zauwazmy, ze jest to liczba dodatnia). Wéwcezas otrzy-
mujemy kolejno

log,15= "
n
omin — 15
om — 157 (W)

Jednak powyzsza réwno$é nie moze mie¢ miejsca, gdyz jej lewa strona jest liczba
parzysta, a prawa nieparzysta.

Doszlismy wiec do sprzeczno$ci z zatozeniem, ze liczba log, 15 jest wymierna.

Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi, ze liczba log, 15 jest niewymierna, a w konsekwencji
niewymierna jest takze liczba logs,60.

Uwaga:
Podany wyzej argument wydaje sie najprostszym uzasadnieniem, ze réwnanie (#) nie
ma rozwigzan w liczbach naturalnych. Inne mozliwe uzasadnienia to na przyktad:
e prawa strona jest podzielna przez 3, a lewa nie,
e prawa strona jest podzielna przez 5, a lewa nie,
e prawa strona jest zakonczona cyfra 5, a lewa jedna z cyfr 2, 4, 6, 8.
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Zadanie 4. (10 punktéw)

W kazdym z zadan 4.1-4.9 wskaz taka liczbe wymierng w, aby podana liczba by-
ta wymierna. Za podanie n poprawnych odpowiedzi w zadaniach 4.1-4.9 otrzymasz
max (0, n—4) punktéw.

2
4.1. Liczba (1 — \/5) +w- V2 jest wymierna dla w=—1

3
4.2. Liczba { (1—\/5) +w-v/2 jest wymierna dla w=1

4
4.3. Liczba \4/ (1 — \/§) +w-v/2 jest wymierna dla w=—1
. 2014 2014 . .
4.4. Liczba (\/5— 2) +w- /3 jest wymierna dla w=1
4.5. Liczba 201\5/ (\/5— 2) 20 +w-+/3 jest wymierna dla w=—1
4.6. Liczba 201\6/ (\/§— 2) e +w-V3 jest wymierna dla w=1

6
4.7. Liczba (1 — \/§> +w-v/2 jest wymierna dla w=—5
4.8. Liczba { (1 - \/§)g+w-\/§ jest wymierna dla w=>5

12
4.9. Liczba 1 (1— \/5) +w-V2 jest wymierna dla w=—5

W zadaniach 4.10—4.13 wpisz w miejsce kropek takie liczby naturalne, aby otrzy-
maé réownos¢ prawdziwg dla dowolnej liczby catkowitej nieujemnej k i dowolnej liczby
naturalnej n > k+4. Otrzymasz po 1 punkcie za kazde poprawnie rozwiazane zadanie
i pigty punkt za komplet poprawnych odpowiedzi w zadaniach 4.10—4.13.

o (1= () s () (1)< ()

4.11. (Zij) (ZE)J“?"<:I;>+3'<kiz>+4'<ki3>+<kz4>

4.12. (Zj:jD:(Zii>+3'</¢Zl>+6'<ki2>+4'<ki3>+<ki4>
)= () ol () v () + ()
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