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Zadanie T (10 punktow)
Wskazacé liczbe rzeczywista k, dla ktorej granica

lim (nk (\/n()'T—l—l— n333))

istnieje i jest liczba rzeczywista dodatnia. Obliczy¢ wartos¢ granicy przy tak wybranej
liczbie k.

Rozwigzanie:
2_ 32

Korzystajac ze wzoru na roznice kwadratéw w postaci a—b= przeksztatcamy

dang w tresci zadania granice w nastepujacy sposob:

1 n¥
: k 666 333 N H k — 1 —
Jim (n* (VS T=n®®)) = lim, (n WHMW,) Jin s

nk k—333
lim
n—00 333 , <W+ 1) n—>oo,/1+n—666+1

Mianownik ostatniego wyrazenia pod znakiem granicy dazy do 2 przy n dazacym
do nieskonczonosci, natomiast licznik jest rowny 1, gdy k£ =333. Dla k=333 mamy wiec
k—333
n ) 1 1

lim = lim ==
n—o0 /1 40666 ] n—oo, /1466641 2

OdpowiedZ: Dla k=333 dana w zadaniu granica ma wartosé¢ 1/2.
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Zadanie 8. (10 punktow)
Dobra¢ odpowiednig liczbe wymierng dodatnig C' i udowodnié, ze dla dowolnej liczby
naturalnej n zachodzg nieréwnosci

C < Vn®+255n7 —n < 32C .

Pomoc dla 0s6b mniej bieglych rachunkowo: 255 =15-17=3-5-17 oraz 256 = 2% = 16-16 = 8- 32.

Rozwigzanie:

Sposéb I:

Poniewaz wyrazenie dane w tresci zadania jest réznicg wyrazen zblizonej wielkosci,
powinnismy przez wykorzystanie wzoréw skroéconego mnozenia doprowadzi¢ je do posta-
ci, w ktérej mozna bedzie wykonaé¢ odejmowanie.

W tym celu trzykrotnie zastosujemy wzér na roéznice kwadratow w postaci

a’?—b?
a=b= a+b’
gdzie przy dodatnich a, b mianownik jest zawsze rézny od zera.
Mozemy tez od razu zastosowaé wzor na réznice 6smych poteg w postaci
a®—b®
(a+Db)-(a®>+0?)- (a*+b*)’
ktory powstaje wtasnie przez trzykrotne skorzystanie ze wzoru na roéznice kwadratow.

a—b=

Otrzymujemy

25517
V/n8 25507 —n = "

(\S/ng —|—255n7—|—n> . (\4/n8 —|—255n7—|—n2) . (\/ n8+255n7+n4) ‘

Szacujemy ostatnie wyrazenie od dotu, szacujac mianownik od goéry:

()

255n7
(V5425507 +n) - (VnB+255n7 +n2) - (V/nS+255n7 +nt) g
S 25517 _
" (VnF 25508 +n) - (VinF 25505 +n2) - (VnF + 25505 +nt)
T 2T
17n-5n%-3n*  255n7
i od gory (szacujac mianownik od dotu):
25517 o
(W%—n) . (m+n2) . (\/W%-W‘) h
255n7

<
(Vs +0+n) - (VnF+0+n?)- (VS +0+nt)
~255nT  255nT 255 _ 256 _
C 2n-2n2-2n% 87T 8 8
Otrzymaliémy wiec wymagane oszacowania ze stata C'=1.

32.
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Sposéb 1I:
Zaczynamy jak w sposobie I. Otrzymawszy wyrazenie ({) przeksztalcamy je dalej
i oznaczamy przez a,:

255n7
(\8/ n®+255n7 + n) . (\4/ n®+255n7 + n2> . (\/ n®+255n7 —|—n4) B
255

(V125501 +1) - (VI+255nT+1) - (VI+255nT+1)

Poniewaz w powyzszym wyrazeniu wraz ze wzrostem n maleje mianownik, a przy
tym wszystkie sktadowe tego wyrazenia sa dodatnie, ciag (a,,) jest rosnacy. Dla dowolnej
liczby naturalnej n zachodza wigc nieréwnosci

a; < a, < klim ay . (&)
Poniewaz
a=v1+255—1=2—-1=1
oraz

255
lim a; = lim =
koo koo (Y/T4255k T +1) - (VI+255k T +1)- (VI+255k 1+1)
255 255 255 256

(ViT0+1)- (V150+1)-(Vito+1) 222 8 8

otrzymujemy wymagane oszacowania ze stalg C'=1.

=32,

Uwaga:
Formalnie poprawna, ale dydaktycznie bardzo niezreczna wersja nieréwnosci (), to

a < a, < lim a, .

n—oo
W powyzszym wzorze zmienna n wystepuje w dwoch zupetnie réznych rolach. Przemia-
nowanie jednego z jej bytow na k pozwala unikng¢ nieporozumien.
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