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KOLOKWIUM nr 91, 3.11.2015, godz. 14.30-16.45

Zadanie D 1. (10 punktéw)
Dowiesé, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

(n+5)~<2:> >9.47"1,

Rozwigzanie:
Zamierzamy przeprowadzi¢ dowdd indukcyjny.

1° (w tej chwili wydaje nam sig, ze jest to pierwszy krok indukecyjny) Dla n =1 mamy

L=(n+5)- (?) —6- G) —6-2=12

P=9.4"1=9.4=9,

oraz
a zatem dana w zadaniu nieréwnos¢ przyjmuje posta¢ 12 > 9, jest wiec prawdziwa.

2° Niech teraz n bedzie taka liczba naturalna, ze

(n+5)- <2n> >9.471,

n

Chcemy wykazaé, ze

42
(n+6)-< nr >>9-4”.
n+1

Wychodzac od lewej strony powyzszej nierownosci otrzymujemy

6 2n+2\  (n+6)2n+2)!  (n+6)(2n)!(2n+1)(2n+2)
(n+ ).<n+1>_ (n+D!(n+1)! nl(n+1)n!(n+1) B
B (2n) (n+6)(2n+1)(2n+2) o (2n) 2(n+6)(2n+1)
-0 () T e ()
no1 2(n+6)(2n+1) n—1_4_q.A"
>9.4"7". (n£5) (1) >0.4""".4=9.4",
o ile udowodnimy, ze
2(n+6)(2n+1)
(n+5)(n+1)

Powyzsza nieréwnos¢ jest rownowazna kolejnym nieréwnos$ciom
2(n+6)(2n+1)>4(n+5)(n+1),
(n+6)(2n+1)>2(n+5)(n+1),

2n2+n+12n+6>2<n2+n+5n—|—5) :

2n24+13n+6>2n2+12n+10,

n>4.
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Drugi krok indukcyjny zostat wiec przeprowadzony tylko dla n > 4.

Dla kompletnosci dowodu nalezy sprawdzi¢ dana w tresci zadania nieréwnosé dla n = 2
i n=3 oraz dla n=4. Sprawdzenie dla n =4 okazuje sie przejmowac role pierwszego
kroku indukcyjnego, a sprawdzenie dla n=2 i n =3 weryfikuje dowodzong nieréwnos¢
w przypadkach, ktére dotad nie zostaly sprawdzone, ani tez nie wynikaja z dowodu
indukcyjnego.

Dla n =2 otrzymujemy
4
L=7- (2> =7-6=42 oraz P=9-4'=36,

skad L > P.
Dla n =3 otrzymujemy

L=8. (g) =8-20=160 oraz P=9-4>=144,
skad L > P.

1° (to okazuje sie by¢ pierwszym krokiem indukcyjnym) Dla n =4 otrzymujemy
8
L=9. (4) =9.70 oraz P=9-4=9.64,
skad L > P.

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nieréwno$¢ zostata udo-
wodniona dla kazdej liczby naturalnej n > 4, a ponadto wykonaliémy bezposrednie spraw-
dzenie dlan=1,n=21in=3.

Uwagi:
Sprawdzenie dla n =4 nie wydaje sie wymagac¢ wiele pracy, jednak brak swiadomosci

koniecznosci wykonania tego sprawdzenia jest bardzo powaznym bledem.

Jesli zamiast nieréwnosci
2(n+6)(2n+1)

(n+5)(n+1)
W rozwigzaniu pojawi sie ostra nieréwnosé
2(n—|—6)(2n+1)>4’ @)
(n+5)(n+1)
to w konsekwencji drugi krok indukcyjny zostanie przeprowadzony dla n > 4. Tym samym
konieczne bedzie takze sprawdzenie dowodzonej nierownosci dla n =5.

Maksymalna mozliwa ocena za rozwigzanie, w ktérym brak jest Swiadomo-
$ci koniecznosci wykonania sprawdzenia dla n =4, to 4 punkty. To samo, gdy
brak jest $wiadomosci koniecznosci wykonania sprawdzenia dla n=>5, jezeli z rozwiaza-
nia nie wynika (np. z powodu uzycia ostrej nieréwnosci (#)), ze zostala udowodniona
implikacja T'(4) = T'(5), gdzie T'(n) jest dowodzona nieréwnoscia. Réwniez rozwiazanie,
w ktorym, nawet z powodu drobnego btedu rachunkowego, nie wykryto, ze indukcja nie
dziata od samego poczatku, nie moze by¢ ocenione na wiecej niz 4 punkty, gdyz wow-
czas rozwiagzujacy stracit mozliwos¢ wykazania, ze wie, co zrobi¢ w przypadku indukcji
startujacej od n=4.
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Zadanie D2« (10 punktéw)

Dowies¢, ze nie istnieje liczba wymierna g > 1 spetniajaca réwnosé ¢? = 16.

Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Przypusémy wiec, ze taka liczba ¢ istnieje i zapiszmy
ja w postaci utamka nieskracalnego m/n o naturalnym liczniku i mianowniku.

Otrzymujemy wéwczas kolejno:

m/n
(m> " e,
n

By e
n
m™=16"-n". Q)

Dowdd zostanie zakoniczony, jezeli wykazemy, ze réwnanie () nie moze by¢ spetnione
przez wzglednie pierwsze liczby naturalne m, n. Te czes¢ dowodu mozna przeprowadzi¢
roznymi sposobami.

Sposob I (najprostszy):

Liczba n nie moze by¢ réwna 1, gdyz w takim przypadku réwnanie () przyjetoby
posta¢ m™ = 16, skad wobec 22 < 16 < 3* mielibysmy 2 <m < 3.

Zatem liczba n, jako liczba naturalna wigksza od 1, ma dzielnik pierwszy, oznaczmy
go przez p. Wowcezas prawa strona réwnosci (©) jest podzielna przez p, a zatem lewa
strona tez jest podzielna przez p. Skoro jednak liczba m™ jest podzielna przez liczbe
pierwsza p, to takze m jest podzielne przez p, co przeczy zatozeniu, ze liczby m i n sa
wzglednie pierwsze.

Sposéb II (jesli ktos sie zapatrzy na liczbe 16 =2* i nie dostrzeze sposobu I):

Poniewaz prawa strona réwnania (©) jest podzielna przez 2, to i lewa strona tez
jest podzielna przez 2, a w konsekwencji liczba m jest parzysta, a wzglednie pierwsza
z nia liczba n jest nieparzysta. Niech k bedzie wyktadnikiem, z jakim liczba 2 wchodzi
do rozktadu liczby m na iloczyn poteg liczb pierwszych. Porownujac wyktadniki, z jakimi
dwdjka wystepuje po obu stronach réwnosci (©) otrzymujemy

km=4n, skad @:é :
n k

Wobec nier6wnosci m > n musi by¢ k < 3, skad para (m, n) jest jedna z par (4, 1), (2, 1),
(4, 3) (odpowiednio dla k=1,2,3).

To zostawia trzy potencjalne warto$ci ¢ mogace spetnia¢ dang w tresci zadania row-
no$¢, a mianowicie ¢ =4, ¢=21i ¢=4/3. Jednak bez trudu sprawdzamy, ze zadna z tych
liczb nie spelnia réwnania ¢? =16, np. dlatego, ze zadna nie wpada do przedziatu (2, 3).
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Zadanie DS« (10 punktéw)
Dobra¢ odpowiednig liczbe wymierng dodatnig C' i udowodnié, ze dla dowolnej liczby
naturalnej n zachodzg nieréwnosci

V25n2+11-5n
Vnt+80n2 —n

C< <11C.

Rozwigzanie:
Poniewaz zaréwno w liczniku, jak i w mianowniku wyrazenia danego w tresci zadania
wystepuja roznice wyrazen zblizonej wielkosci, zastosujemy w liczniku wzor na réznice
kwadratow w postaci

2 _ 12
a“—b
a—b=——,
a+b
a w mianowniku nastepujacy wzor na réznice czwartych poteg:
a’—b? a— b

a—b= =

a+b  (a+b)-(a®+0?)°
Otrzymujemy
V22t 1150 11+ (Vn* 8002 +n) - (Vi 4807 +n?)
Yt rsoni—n (V2512 + 11 +5n) -80n? '
Szacujemy ostatnie wyrazenie od gory
1 (Vt+80n2 ) - (VaT+8002 +0%) 11 (Vi +8007 +n) - (Vi 8001+ 1?)
(V252 +11+5n) -80n2 h (V2512 +0+5n) - 80n2
C11-4n-10n2 11
10n-80n? 20

i od dotu
11- (\4/n4+80n2—|—n) : (\/n4—|—80n2+n2) . 11- (\4/n4+0+n) : (\/n4+0+n2>
(V2512 +11+5n) -80n? T (V2BnZ+ 1107 +5n) 8002
B 11-2n-2n? 1
~ 11n-80n2  20°
OtrzymaliSmy wiec wymagane oszacowania ze statag C'=1/20.
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Zadanie D4 (10 punktéw)
Udowodni¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnos¢
n?-(n+1)2>mn-1)" (n+2)". (n2+n+22) :

Rozwigzanie:

Przepisujemy dana nierownos¢ w postaci
12 11
(n2+n) > (n2+n—2) . (n2+n+22)

i zauwazamy, ze w otrzymanej nierownosci po kazdej ze stron znajduje sie iloczyn dwu-
nastu czynnikéw nieujemnych o takiej samej sumie réwnej 12n%+12n.

Zgodnie z przeformutowaniem nieréwnosci miedzy $rednig arytmetyczng i geometrycz-

ng, iloczyn ustalonej liczby czynnikéw nieujemnych o ustalonej sumie jest najwickszy,
gdy wszystkie jego czynniki sa réwne. Stad wynika prawdziwo$¢ dowodzonej nierownosci.
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Zadanie DO« (10 punktéw)

W kazdym z pieciu ponizszych zadan wpisz w miejscu kropek dwie liczby wystepuja-
ce w ciggu 0,1,2,5,10, 100, 10°, 10°, 10%°, 10°0,101%0, 1020, 10°00 | 10000 12000 105000,
1010000’ 1020000’ 10500007 10100000’ 10200000’ 105000007 101000000 na kolejnych miejscaeh tak,
aby powstaly prawdziwe nieréwnosci.

Za kazde zadanie, ktore rozwiazesz poprawnie, otrzymasz 2 punkty.

012

a) 1010 < 10 < 10*™
1020
b) 1010 < 10 < 10*™
108
c) 1010 < 95 < 10*™
1000
d) 1020 < 3 2" < 1050
n=1
100 o
e) 102000 < Z AT
n=1
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Zadanie D0 . (10 punktéw)

Przy kazdym z ponizszych 26 zdan w miejscu kropek postaw jedna z liter P, F, N:

P - jest Prawda (tzn. musi by¢ prawdziwe)

F - jest Falszem (tzn. musi by¢ falszywe)

N - moze by¢ prawdziwe lub fatszywe (tzn. Nie wiadomo, czasem bywa prawdziwe,
a czasem falszywe)

Za podanie n poprawnych odpowiedzi otrzymasz max (0, n —16) punktow.

O zdaniu T'(n) wiadomo, ze
e dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi implikacja T'(n) = T (n%),
e dla kazdej liczby naturalnej n > 5 zachodzi implikacja T'(n) = T (n—>5),
e implikacja 7'(666) = T'(55) jest falszywa.

Co mozna wywnioskowa¢ o prawdziwosci zdania:

a) T(1) P b) T(2016) P
) T(2) N d) T(2017) N
e) T(3) N £) T(2018) N
g) T(4) N h) T(2019) N
i) 7(5) F j) T(2020) F

k) T(1111) = T(222) N
m) T(1111) = T(444) N
0) T(2222) = T(111) P
q) T(2222) = T(444) N
s) T(3333) = T(222) P
u) T(4444) = T(111) P
w) T(5555) = T(111) P

y) T(5555) = T(333) P
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1) T(1111) = T(3333) N
n) T(1111) = T(5555) F
p) T(2222) = T(3333) P
r) T(2222) = T(8888) P
t) T(3333) = T(5555) N
v) T(4444) = T(8388) N
x) T(5555) = T(T777) P

z) T(5555) = T(9999) P
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