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Zadanie 9. (10 punktéw)
Dowiesé, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 4 zachodzi nieréwnosé
Rozwigzanie:

n+3 _ n’
7 7
Korzystajac z réwnosci

<n—|—3) (n—=3)-(n—2)-(n—=1)-n-(n+1)-(n+2)- (n+3)

7 ) 7l
zapiszemy dowodzona nieréwnos$¢ w postaci
(n—3)-(n—2)-(n—1)-n-(n+1)-(n+2)-(n+3) n’
< —=.
7! 7!
Teze zadania otrzymujemy mnozac stronami trzy nieréwnosci
(n—3)-(n+3) <n?,

(n—=2)-(n+2)<n?,

(n—1)-(n+1) <n?

oraz rownosé

Nalezy wyjasnic¢, ze nier6wnosc
(n—k)-(n+k)<n?
wynika tatwo ze wzoru na réznice kwadratow
(n—k)-(n+k)=n>—k*<n?.
Mozna ja tez otrzymaé powotujac sie na nieré6wnos¢ miedzy srednig geometryczng i aryt-
metyczng dwoch liczb w nastepujacej wersji: Iloczyn dwoch liczb dodatnich o ustalonej
sumie jest najwiekszy, gdy liczby te sg réwne.
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Zadanie 00, (10 punktéw)

Obliczy¢ wartosé¢ granicy
Y VI+24+V16+164 /28 +274 /21242104 /216 4 213 | /240 4 23n+1
nitho 4n 41 ’

Rozwigzanie:

Oznaczmy wyrazenie wystepujace pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystac
z twierdzenia o trzech ciagach, co wymaga oszacowania b,, od gory i od dohu przez ciagi
zbiezne do wspolnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki sumy wystepujacej w liczniku bardzo si¢ réznia — iloraz ostat-
niego sktadnika do pierwszego dazy do nieskoniczonosci przy n dazacym do nieskon-
czonosci. Nalezy zatem oczekiwac, ze oszacowanie sumy poprzez wspoélne oszacowanie
sktadnikéw (i przemnozenie tego oszacowania przez liczbe sktadnikéw), bedzie prowa-
dzi¢ do oszacowan majacych rozne granice, co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia
o trzech ciagach.

Oszacujmy wiec kazdy sktadnik z osobna.

Szacujac licznik od goéry otrzymujemy
V14+2+V16+16+ V28 +27+ /2124210 | 4 1/24n 4 23nt1 L
SVI+2+14+V16+16+4+ V284274244 /2124 210 4 26 4 4 \/24n 4 23n+1 4 920 —

= JOH12 4 (4422420 1227 4 (264 28) 4/ (220 - 2n)P =
=(1+1)+(4+2)+ (2'+22) + (2°+2°) +...+ (27 +2") =

n+1_1
:1+4+42+43+...—|—4n+1—|—2—|—22—|—23+'”+2”:T+2n+1_1'

7 kolei szacowanie licznika od dotu prowadzi do

VI+24+V16+16+ V28 +27+ /2124210 /240 4 23n+1 >
>V14+0+vV164+0+ V28 +0+ V212 4+0+4...+ V24 0=

4n+1_1
=14444%2 4434+, 44" = 2

Z powyzszych nierownosci wynikaja oszacowania wyrazéw wyjsciowego ciggu:

gntl_q 4o+l _q
b’l’b X 3 :C’I’L

An 41
qntl_q
b, > —2—=aq,.
a1 ¢

Obliczamy granice ciagdéw (a,) i (¢,) dzielac licznik i mianownik przez 4™ /3:

oraz

_ e g S 4-0 4
lim a, = lim —2>— = lim = ==
oraz
. L SLgontl ) 444 6.27 =347 4—046-0—3-0 4
lim ¢, = lim = lim = =—.
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Jarostaw Wroblewsk:

Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci
an S by <y,

a ponadto
) 4
lim ¢, = =
n—00 3

oraz
) 4
lim a, =—,

n—00 3

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
4

lim b, = -
3

Odpowiedz: Wartosé granicy podanej w tresci zadania jest rowna 4/3.
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