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KOLOKWIUM nr D7, 15.12.2015, godz. 14.15-15.00

Zadanie 08 (10 punktéw)
Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem f(z)= +/z%+108. Dowiesé, ze dla do-
wolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé

[z~
@) = Fl < 5~

Rozwigzanie:
Skorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia

a* =t = (o' =b') - (a'+0") = (> =1%) - (a®+07) - (a* 1) =
=(a—b)-(a+Db)- (a2—|—b2> . (a4—|—b4) ,
ktory przy zatozeniu a+b# 0 mozna zapisa¢ w postaci
a®—b®
(a+b)-(a2+0%)-(a*+b*)

Przyjmujac a= v/2*+ 108 oraz b= /y*+108, zauwazamy, ze a+b> 0 i przeksztalcamy
lewa strone dowodzonej nierownosci:

[f(2) = f(y)] = [Vt +105 = {Jy* + 108
B (z*410%) — (y* +10%)
(VT 105+ Yy +10°) - (Var 105+ Vy +108) - (Vat + 108 + /g + 10° )
7% —y|
(Vat+ 105+ §y +10°) - (Vat + 105 + Yy 10%) - (Vat + 105+ /y T+ 10F)
[z —y| [z +y| (@ +¢°)

T (Vo 10+ Yy 10 - (Ve 10+ 1 10°) - (Va4 10+ g+ 10F) (1)

a—b=

Korzystajac z nieréwnosci tréjkata i wykorzystujac réwnosé |z| = Vit otrzymujemy:
o+ y| < Ja] + |yl = Vi + iyt < VaT+ 105+ iyt + 108,

skad
[z +y|

VT +108 + v/yT+ 108
7 kolei réwnosé % = /x4 prowadzi do:

x2—|—y2:vx4+\/;< Vat +10% 44 /y* + 108,

skad
22 4y .
Vot 4108 +/y* + 108

(3)

Ponadto zauwazamy, ze

1 1 1 1
8/ 4 8 8/, S 8 8 5 ~ 90 (4)
Vrr+ 1084 ¥y +108 ~ V0+108++/0+108 10410 20
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Zastosowanie nieréwnosci (2), (3) 1 (4) do (1) pozwala dokoriczy¢ oszacowania:
2=yl lz+yl (2> +y?) _
(VaTH105+ §y™10%) - (V2T 105 + YT+ 10°) - (VaT + 105+ /y T+ 10F)

ey 1 . |z 4y . 2 +y? o
Y Ve w108+ YA 105 Vo +105+ V5T +10° Vot +105+/yF +10°
1 [z —y|
<lz—yl-—-1-1= .
Slz=vl- o5 20
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Zadanie 09. (10 punktéw)
Obliczy¢ granice (ciagu)

I v1+1 N V1426 n V1436 T V1+kS - V14+nt®
im it —+ .+ — .
n—oo \/n24+1 \/n24_|_26 \/n24_|_36 */TL24—|—]€6 1/n24_‘_n18

, . R 3 3 3 3 n2(n+1)2
Wskazowka-przypomnienie: 1°4+2°4+3"+...+n =0

Rozwigzanie:

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystaé
z twierdzenia o trzech ciggach, co wymaga oszacowania b,, od gory i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspolnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo sie réznig — iloraz ostatniego sktadnika
do pierwszego dazy do nieskonczonosci przy n dazacym do nieskoniczonosci. Nalezy zatem
oczekiwaé, ze oszacowanie sumy poprzez wspolne oszacowanie sktadnikéw (i przemnoze-
nie tego oszacowania przez liczbe sktadnikéw), bedzie prowadzié do oszacowan majacych
rozne granice, co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciggach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng réznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki,
podczas gdy mianowniki majg zblizong wielkos¢. Bedziemy wiec szacowaé kazdy sktadnik
z osobna: mianowniki przez wspolna wielkos¢, a liczniki przez mozliwie proste wyrazenia,
ktore pdzniej uda si¢ wysumowac.

Szacowanie od dotu prowadzi do:

VI+1 N V1426 N V1436 - V1+kS L \/W
T S e e Y Y B S A i g
R Es B o R i +m+ O
s s ar T s o

14243+ 40 M nb.(nd+1)°
RV e Y s A WY
Z kolei szacujgc od gory otrzymujemy:
V141 N V1+26 N V1+36 L \/1+—k6 \/W
VPl /n2 426 /2130 \/7%6 \/W
<\/1+2+1 \/1+2.23+26+\/1+2.33+36+ +¢m+
Vn24 40 Vn24 40 Vn2i 40 Vn24 40
+\/m:(1+1)+(1+23)+(1+33)+...+(1+n9):
Vn2i+0 n!2

1
n +"("7+) 4n3+n6-(n3+1)2
ni2 - 4.2 =Cn-
Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci a,, <b, < c,, a po-
nadto przy n — oo mamy

n:

’fl:

6. (3 2 —3\2
n’-(n°+1)°  (14+n77) 1

42T 4./14+n0

Ay =
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oraz , )
4n3+nb-(n3+1)° 4n?+(1+n73)" 1
pr— pr— —_

“n 1-ni2 1 1’

z twierdzenia o trzech ciaggach wnioskujemy, ze dana w zadaniu granica jest réwna 1/4.
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