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Zadanie 10, (10 punktéw)

Funkcja f:R — R jest okreslona wzorem f(z)=

et — et
. Funkcja g: R — R jest funk-
cja odwrotna do f, tzn. f(g(z))=g(f(z)) =2z dla dowolnej liczby rzeczywistej x.
Podaé¢ wzor na pochodna funkeji g. Poda¢ przyktad takiej liczby wymiernej x > 1,
ze liczba ¢'(z) jest wymierna.
Rozwigzanie:
Sposob I:

Rownosé g(xr) =y jest réwnowazna réwnosci f(y) =z, czyli

ey — e_y
Tr =
lub inaczej

(%)

jesli przyjmiemy t=eY. Przy tych oznaczeniach mamy ¢ >0 i y=Int. Rozwigzujemy

réwnanie (&) tak, aby wyznaczy¢ t w zaleznosci od x:

2t =1>—1,
t?—2t—1=0,

_ 2rEv4x?4-4
-2

t=x+va2+1,
skad wobec ¢t >0 musimy przyja¢ ” £”7 =" +”. Ostatecznie

t=x+vVar2+l
i w konsekwencji

g(r)=y=1In (x+\/952+1) :

Majac jawny wzor okreslajacy funkcje g bez trudu obliczamy jej pochodng:
1+ 2z VaZil T
g/(l') 2vVx2+1 V2241

Vai+ltx
Vz241

_ _ _ Va2l 1
z4+Var+1  z+Vri+1l  p+Va2+1 Va1l

Jako przyktad liczby wymiernej x > 1, dla ktorej ¢’'(z) jest liczba wymierna, przyjmij-
my = =4/3. Otrzymujemy wtedy

J(2)=g/(4/3) = —— LY
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Sposéb 1I:

Zauwazmy, ze

e’ +e Y e +42+4e % eV —2+e% ev—e v\’
F'y)=— =\/ n =\/ T +1:$< 5 >+1:

=/ (f(y))*+1.
Ze wzoru na pochodng funkcji odwrotnej otrzymujemy
1 1 1

g (z)= F(9(2)) - \/(f(g(x)))2+1 - Varil

W powyzszych przeksztalceniach wykorzystaliSmy réwnosé

F)=v(f(y)*+1

dla y=g(x).
Dla urozmaicenia tym razem jako przyktad liczby wymiernej x> 1, dla ktérej ¢'(x)

jest liczba wymierna, przyjmijmy = =12/5. Otrzymujemy wtedy

N R S S
g{w)=g12/8)= J14/25+1  f169/25 137
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Zadanie T 1. (10 punktéw)

Podaé¢ przyktad takiego szeregu zbieznego Y a, o wyrazach wymiernych dodat-

n 1

nich, ze sumy S| = Z Uy, So = Z a? oraz Sy = Z al sa liczbami catkowitymi, a ponadto
=1

zachodzi réwnosé 52 84 Dla podanego przykladu podaé¢ wartosci sum Sy, Sy i .9;.
Wskazéwki: Nie istnieje czysty szereg geometryczny spelniajacy warunki zadania,
ale przyktad mozna skonstruowaé¢ odpowiednio modyfikujgc szereg geometryczny.
W rozwiazaniu wolno uzy¢ gotowego przyktadu z wezorajszego kolokwium:

bn:5'i’: 1, lefjbn:f), ngibi:ﬂ:ibi:—
n=1 n=1 n=1
Rozwigzanie:
Rozwazmy modyfikacje szeregu i% b,, w ktorej kazdy wyraz jest powtorzony siedmio-
krotnie, a doktadniej i
5. 3l(n=1)/7]
n = Di(n+6)/7 = ~1vey7
Wowczas
S1="T7-T) =35, So=T7-T5=25 oraz Ss=7-T4=25.
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