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KOLOKWIUM nr 99, 12.01.2016, godz. 14.15-15.15

Zadanie T 2. (10 punktéw)
Skonstruowa¢ przyktad takiej funkcji rézniczkowalnej f:R — R, ze
0 dla <0
f(m)_{x dla z>1
Rozwigzanie:
Postaramy sie uzupetni¢ funkcje f na przedziale (0, 1) funkcja wielomianowa. Poniewaz
musimy dopasowaé cztery liczby (wartosci i pochodne w punktach 0 i 1), wyprébuje-
my wielomian, w ktéorym mozna dobraé¢ cztery wspotezynniki, a mianowicie wielomian
stopnia co najwyzej 3, oznaczmy go przez
W(z)=az®+br*+cx+d.

Pela definicja funkcji f przyjmie wiec postac:

0 dla r<0
flx)=1 ar®+br*+cx+d dla 0<z<l1
x dla  z>1

Zauwazmy, ze pochodna wielomianu jest dana wzorem W’ (z) = 3az?+ 2bx +c.

Aby okreslona wyzej funkcja f byta ciggla i rézniczkowalna, muszg zachodzié naste-
pujace réwnosci:
e ciaglosé w zerze: f(0)=W (0), czyli 0=d,
e ciggtos¢ w jedynce: f(1)=W(17), czyli l=a+b+c+d,
e rézniczkowalnosé w zerze: f/(07)=W'(071), czyli 0=c¢,
e rézniczkowalnosé w jedynce: f/(17)=W’'(17), czyli 1 =3a+2b+-c.

Wobec ¢=d =0 otrzymujemy uktad réwnan

a+b=1,

Jx)= {3a—|—2b: 1,

ktory ma rozwigzanie a = —1, b=2, skad W (x) = —2° + 22°.

Odpounedz: Funkcja spetniajaca warunki zadania jest funkcja okreslona nastepujacym
wzorem:

0 dla. <0
flx)=X —2*+2z* dla O<z<l1
x dla  z>1
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Zadanie 13 (10 punktéw)

Udowodnié nieréwnosci . )
—<In9—-In8< —.
g S HITHeSg

Rozwigzanie:
7, twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej rachunku rézniczkowego zastosowanego
do funkeji f(x) =Inz na przedziale [8, 9] wynika istnienie takiej liczby c € (8, 9), ze
In9—In8=f'(c).
Poniewaz .
!/
xr)=—,

)=+

z nieréwnosci 8 < ¢ < 9 otrzymujemy

1 1 1
§ < 1H9—1n8:f/(0)22 < g,

co konczy dowod nieréwnosci podanych w tresci zadania.
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Zadanie T4 (10 punktéw)

Udowodni¢ nieréwnosé
arctgb+arctgl2 < arctg7+arctg10.

Rozwigzanie:
Sposob I (oficjalny):
Podana nierownos¢ moze by¢ przepisana w postaci
arctgl2 —arctgl0 < arctg7 —arctg6 .

7 twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej rachunku rézniczkowego zastosowanego
do funkgji f(z) = arctgx na przedziatach [6, 7] oraz [10, 12] wynika istnienie takich liczb
c€ (6,7) oraz de (10, 12), ze

arctg7 —arctgb = f'(c) .

oraz
arctg12 —arctg10=2- f'(d).
Poniewaz
1
() —
f (.T) - [E2+ 1 )
z nieréwnosci 6 < ¢ < 7 oraz 10 < d < 12 otrzymujemy odpowiednio
1 , 1
=0 < arctg7—arctgb= f'(c) = 211 < 37
oraz
2 < tg12 tg10=2- f'(d) 2 < 2
— arc —arc =2- =— —.
145 & s &+1 101

W konsekwencji
2 1
tgl2 —arctgl0 < — < —— = — <arctg7 —arctg6
arctg arctg 101 <100 — 5o <arcts? —arctgh,
co koncezy dowdd nieréwnosci podanej w tresci zadania.

Sposob II (rachunkowy):
Niech

f(z) =arctg(6+x)+arctg(12 — 2z)

bedzie funkcja, ktéra dla x=0 i x=1 przyjmuje wartosci réwne odpowiednio lewej
i prawej stronie dowodzonej nierownosci. Zadanie bedzie rozwigzane, jesli wykazemy,
ze funkcja f jest rosnaca na przedziale (0, 1), a do tego wystarczy wykaza¢ dodatnio$¢
jej pochodnej na tym przedziale. Mitosnicy rachunkow bez trudu stwierdza, ze

() 1 N —2 202 — 722+ 71
xXr)= fr —
(6+2)2+1 (12—22)24+1 ((6+x)2+1)-((12—2x)2+1)
22% — 41— 68z +2+68+1 2-(x—1)*+68-(1—z)+1

(6+2)24+1)-((12—22)2+1) ((6+2)2+1)-((12—2x)2+1)"

co wobec dodatniosci ostatniego wyrazenia dla x <1 konczy rozwigzanie zadania.
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Sposdb III (wymaga znajomosci pewnej sztuczki):
Skorzystamy z tego, ze arctgz jest argumentem liczby zespolonej 1+iz oraz z faktu,
ze przy mnozeniu liczb zespolonych ich argumenty sie dodaja.
Wobec tego arctgb+ arctgl2 jest argumentem liczby
18
(14+6i)- (14+12i) =1+18i —72=—-T1+18i ="T71- (—1+71~z‘) :
natomiast arctg7+arctgl0 jest argumentem liczby
17
(1+74)-(1+10i)=1+17i—70=—69+17i = 69- (—1+69-i> .
Zatem lewa i prawa strona dowodzonej nierownosci sa rowne odpowiednio argumen-
tom liczb

—1+§~i oraz —1—1—1—7-2'.
71 69
Wobec tego dowodzona nieréwnosé jest rownowazna nieréwnosci
18 17
71769

ktora mozemy wykazac¢ nastepujaco:
8 18 1 17 17

172 4 68 69

1 1
Uwagi: Poniewaz argumentem liczby zespolonej —1+ 1 == (1 1 z) jest liczba

() = (5 -retit) = T et
m—arctg| o )= 5 —arctgd | = o +arctgd,

faktycznie udowodniliémy nieréwnosci
T
arctgb+arctgl2 < 5 +arctgd < arctg74arctgl0.
Zwroémy tez uwage, ze postepujac podobnie jak powyzej, strony dowodzonej nierow-
nosci mozna zapisa¢ jako:

tgb+arctgl2 = —+arct (71)— +arct <4 1>
r r =—+ar — | =—=+ar - —
arctgb+ arctg 5 arctg 13 5 arctg 13

o te7+arctg10 = & +arct (69> T arct <4+ 1)
arc arc = — arc — | = = arc — .
& 8= &\17) 72 e\* T 17

Metodami podobnymi do powyzszych mozna udowodni¢ nieréwnosci rownowazne da-
nej w zadaniu nierownosci:

2 2 1
arctgl12 —arctg10 = arctg (121> < arctg <86) =arctg <43> =arctg7—arctgb,

1 4 4
arctg12 —arctg7 = arctg <17) =arctg (68> < arctg (61> =arctgl0—arctgb

oraz
7
arctgl2 —arctg10 —arctg7+arctgb = arctg <1041> >0.
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