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KOLOKWIUM nr 9, 16.11.2015, godz. 14.15-15.00

Zadanie 9. (10 punktow)
Wskazaé liczbe rzeczywista k, dla ktorej granica
tg (- (510

istnieje i jest liczba rzeczywista dodatnia. Obliczy¢ wartos¢ granicy przy tak wybranej
liczbie k.

Rozwigzanie:
Korzystajac ze wzoru na réznice czwartych poteg w postaci
a?—b? a*—b*

atb  (a+b)-(a®+1?)

przeksztalcamy dang w tresci zadania granice w nastepujacy sposob:
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Mianownik ostatniego wyrazenia pod znakiem granicy dazy do 4 przy n dazacym
do nieskonczonos$ci, natomiast licznik jest rowny 1, gdy &= 666. Dla k =666 mamy wiec
k—666
n 1 1
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OdpowiedZ: Dla k=666 dana w zadaniu granica ma wartos¢ 1/4.
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Zadanie 10, (10 punktéw)

Dowiesc, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

(2n)!

nl-(n+1)!

Rozwigzanie:
Sposob I:

Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

1° Dla n =1 mamy

2!
L=——=1
1!-2!
oraz
P=4"=1.

Zatem dana w zadaniu nierownos¢ przyjmuje postaé¢ 1< 1, jest wiec prawdziwa.

2° Niech teraz n bedzie taka liczbg naturalna, ze

(2n)! -1
— 4"
n!-(n+1)! (&)
Wykazemy, ze wéwczas zachodzi nieréwnoscé
2n+2)! n
( ) <4™. ()

(n+1)!-(n4+2)!

Przeksztalcajac lewa strone nieréwnosci () i korzystajac z zalozenia indukcyjnego
(&) otrzymujemy
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2-(2n+1
<4n—1.M<4n—1.4:4n:p7
n-+2
o ile udowodnimy, ze
2-(2n+1)
——F<4. @
n+2 (©)

Nier6wnosé (©) jest réwnowazna kolejnym nieréwnosciom
2n+1<2-(n+2),
2n+1<2n+4,
1<4,

a zatem nierownosé (©) jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n.
Tym samym udowodniliSmy, ze dla kazdej liczby naturalnej n z nieréwnosci (&) wy-
nika nieréwnosé ().

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nieréwnos¢ zostata udo-
wodniona dla kazdej liczby naturalnej n.
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Sposéb 1I:
(W)

+1

Zauwazmy, ze lewa strona dowodzonej nieréwnosci moze by¢ zapisana w postaci

n
Poniewaz liczba ( ) wystepuje w 2n-tym wierszu tréjkata Pascala, jest ona mniejsza
n

od sumy wszystkich liczb wystepujacyh w tym wierszu, czyli od 22".

W konsekwencji dla n > 3 dowodzona nieréwno$¢ wynika z nastepujacego ciagu nie-
rownosci: ,

oy () a4
= < < =4""".
nl-(n+1)!' n+1 n+1 3+1

Natomiast dla n =11 n =2 sprawdzamy bezposrednio, ze dana w zadaniu nier6wnos¢

przyjmuje odpowiednio posta¢ 1 <11 2<4.
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