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KOLOKWIUM nr 60, 19.01.2016, godz. 14.15-15.25

Zadanie 1D (10 punktéw)
Obliczy¢ granice (ciagu)
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Rozwigzanie:

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystac
z twierdzenia o trzech ciagach, co wymaga oszacowania b,, od goéry i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspodlnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo sie réznig — iloraz ostatniego sktadnika
do pierwszego dazy do nieskonczonosci przy n dazacym do nieskonczonosci. Nalezy zatem
oczekiwaé, ze oszacowanie sumy poprzez wspélne oszacowanie sktadnikow (i przemnoze-
nie tego oszacowania przez liczbe sktadnikéw) bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych
rozne granice, co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciagach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng réznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki,
podczas gdy mianowniki maja zblizona wielkos¢. Bedziemy wiec szacowac kazdy sktadnik
z osobna: mianowniki oszacujemy przez wspolng wielkosé, a liczniki, ktore tworzg postep
geometryczny, pozostawimy bez zmian.

Szacowanie od dotu (mianowniki od géry) prowadzi do:
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Z kolei szacujac od géry (mianowniki od dotu) otrzymujemy:
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W licznikach uzyskanych oszacowan wystepuje suma tego samego postepu geome-
trycznego n+1-wyrazowego o pierwszym wyrazie 2" i ilorazie 3/2. Mamy wiec

3

n+1
2”+2"—1-3+2"—2~32+...+2"—’“-3’“+...+3”_2".(2)31_3"+1—2"+1.
e

Kolokwium 60 -1- Odpounedzi i rozwigzania



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1B, zima 2015/16

Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci a,, < b, < ¢,, a ponadto
przy n — oo mamy
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z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze dana w zadaniu granica jest rowna 3.

oraz
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Zadanie 1 O. (10 punktéw)
Obliczy¢ sume szeregu
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Rozwigzanie:
Szukamy takich liczb A, B'i C ze
1 1 A B C
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Po wymnozeniu prawej réwnosci stronami przez (n—2)-n-(n+2) otrzymujemy
1=An-(n+2)+B-(n—2)-(n+2)+C-(n—2)n.
Dla n=2 otrzymujemy A=1/8, dla n=0 dostajemy B=—1/4, natomiast przyjecie
n=—2daje C'=1/8.
Zatem N-ta suma czes’ciowa danego szeregu wyraza sie wzorem
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Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 11/96.

Uwaga: Nieco prostsze rachunkowo rozwigzanie moze by¢ oparte na tozsamosci

1 1 1 1
(n—2)n-(n+2) 4 \(n—2)n n-(n+2))’
pod warunkiem, ze na nig jakos wpadniemy.
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Zadanie T € « (10 punktéw)
Dana jest funkcja f:[—4, 4] — R okreslona wzorem f(x)=+/22+9. Dowies¢, ze dla
dowolnych liczb rzeczywistych x, y € [—4, 4] zachodzi nieréwnosé

4
(@)= F)l<z-lv—yl.
Rozwigzanie:
Sposob I:
Nalezy udowodnié, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x,y € [—4, 4] zachodzi nie-
rownosé

4
’\/x2+9—\/y2+9’ < 5-|x—y| .
Przeksztatcamy lewa strone dowodzonej nierownosci:
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Dowdd danej w tresci zadania nieréwnoéci bedzie zakonczony, jesli wykazemy nierow-
nos¢
|z +y| 4
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ktora jest rownowazna nieréwnosci

o4yl < <\/x2+9+\/y +9>

Powyzszg nieréwnos$é¢ dowodzimy korzystajqc z nieréwnosci trojkata, wykorzystujac
réwnoéé |z =22 oraz uwzgledniajac nieréwnosci 22 <16 i y? < 16:
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Sposdb 11:
Dla x =y dowodzona nieréwnos¢ jest oczywista, natomiast przy x #y z twierdzenia
Lagrange’a o wartosci sredniej rachunku rézniczkowego wynika réwnosé

[f (@)= f @I =)l =yl

gdzie c lezy miedzy x i y. Rozwiazanie zadania bedzie zakonczone, jesli wykazemy, ze dla
dowolnej liczby x € [—4, 4] zachodzi nier6wnosé
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Bezposrednie wyliczenia prowadza do:
Ed
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co jest oczywiscie mniejsze od 4/5 dla x =0, natomiast dla z # 0 mozemy kontynuowaé

oszacowania:
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