Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1B, zima 2015/16

KOLOKWIUM nr 61, 26.01.2016, godz. 14.15-15.25

Zadanie 1 8. (10 punktéw)
Dowiesé, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodza nierownosci

2o VAT < VI VR VBV VB Vi T4V < e (1),

Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowdd indukcyjny.

1° Dla n =1 dowodzone nierownosci przyjmuja postac

2 2
-2 < 1 < =-2
3 \/_ 3

wystarczy wiec zauwazyc¢, ze
‘ \/— VB,
\/_
B 4
~37

oraz

2

Z.9

3
2° Niech teraz n bedzie taka liczbg naturalng, ze prawdziwe sg nieréwnosci

Sonvntl < VIHV24V3+VA+HVE+ V- 1+ < z.\/ﬁ(nﬂ). (&)

Udowodnimy, ze wowczas analogiczne nierownosci sg prawdziwe po zastapieniu liczby n
liczba n+1, a mianowicie

3-(n+1)~\/n+2 < VI+V2+V3+VaA+ . +vn+vn+l < g-\/n+1-(n+2). (&)

W celu dowodu lewej nieréwnosci () skorzystamy z lewej nieréwnosci zatozenia induk-
cyjnego (). Otrzymujemy

2
VIHV24V3+VA+ .. +/n+ ntl>son Vit T+Vnt,

a wiec do zakonczenia dowodu lewej nieréwnosci (<)) wystarczy dowiesé, ze

2 Vit n+1>§~(n+1)-\/n+2. (®)

Przeksztalcanie nier6wnosci (#) prowadzi kolejno do nieréwnosci réwnowaznych:

Sonevn+1+ n+1>§-(n+1)-\/n+2, ’\/n——i—l
(1) (n+2),

>/ (n+1)-(n+2),

>/(n+1)-(n+2),

a ta nieréwnosc¢ jest prawdziwa jako nieréwnos¢ miedzy srednia arytmetyczng i geome-
tryczna liczb n+1 i n+2.
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Analogicznie postepujemy dla dowodu prawej nieréwnosci (). Korzystajac z prawej
nieréwnosci zaltozenia indukcyjnego (&) otrzymujemy

ﬁ+ﬂ+ﬁ+ﬂ+Mhﬁ+n+KEVEmHH¢ﬂ1
a wiec do zakonczenia dowodu prawej nieréwnosci (<)) wystarczy dowiesé, ze
VA DV TS VT (n42). (A8
Przeksztalcanie nier6wnosci (##) prowadzi kolejno do nieréwnosci réwnowaznych:

2 2
3V () Vit 1< S Vit T (n+2), vt
2 2
g-\/n-(n+1)~|—1<§-(n+2),
Vn-(n+1)+
1
\/n~(n—|—1)<n+§,
I 1
n.(n+1><77’4>(72fbﬂ7

a ta nieré6wnosc¢ jest prawdziwa jako nierownos¢ miedzy Srednig geometryczng i arytme-
tyczna liczb n i n+1.

NN GV]

<n+2,

Na mocy zasady indukcji matematycznej dane w zadaniu nieréwnosci zostaty udo-
wodnione dla kazdej liczby naturalnej n.
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Zadanie 19. (10 punktéw)
Wyznaczyé¢ (wraz z pelnym uzasadnieniem) kresy zbioru

k-m?-n?
Z=q¢-————kmneN;.
{ k3 4+mb+n? }
Rozwigzanie:
Rozwiazanie zadania oprzemy na nastepujacych spostrzezeniach:

1° Wszystkie elementy zbioru Z sa dodatnie.

2° Istnieje ciagg o wyrazach ze zbioru Z zbiezny do zera.

Dla dowodu tego spostrzezenia wystarczy przyja¢ k=m =1 w wyrazeniu

k-m?-n?

k3+mb+nd
Otrzymamy wowczas
i n? . 1
1m = 1 m —=
n—o024nd n—002.n34nb
3° Liczba 1/3 jest elementem zbioru Z.
Aby to zobaczy¢, wystaczy podstawi¢ k=m=n=1w (Q).
4° Kazdy element zbioru Z jest niewiekszy od 1/3.

Istotnie, z nieréwnoéci miedzy érednig geometryczng i arytmetyczng liczb k3, m, n
otrzymujemy

9

k3 4+mC+n®
3/—k3~m6-n9< + . + 7
co tatwo przeksztatcamy do postaci
k-m?-n? 1
k3+mb+nd 37

Na podstawie spostrzezen 1° i 2° stwierdzamy, ze inf Z =0, a ze spostrzezen 3° i 4
wynika supZ =1/3

Odpowiedz: Kres dolny danego zbioru jest réwny 0, a kres gorny 1/3.
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Zadanie 80. (10 punktéw)
Udowodni¢ istnienie liczby rzeczywistej = € (0, 2) spetniajacej nieréwnosé
$2015 . (ZU - 2)2016 >1.

Rozwigzanie:
Sposdb I (dla myslgcych Smiertelnikow):

Rozwazmy funkcje f okreslong wzorem

f(x) — .Z'2015 . (ZL'— 2)2016 ]
Woweczas jej pochodna wyraza sie wzorem
f'(x) =2015- 221 (2 —2)10 42016 22" - (2 —2)*°1° .
Poniewaz
f(1)=1 oraz  f'(1)=2015-2016=—1+#0,

funkcja f osiaga w punkcie 1 wartosé 1, ktéra nie jest ekstremum lokalnym (bo f/(1) #0).
W szczegblnosci nie jest to maksimum lokalne, co oznacza, ze funkcja f musi osiggac
w poblizu jedynki takze wartos¢ wieksza od 1.

Sposdb II (dla bezmyslnych cudotworcéw):
Rozwazmy funkcje f okreslong wzorem

f(I) — 12015 . (ZE o 2)2016 ]
Zamiast wyciaga¢ wnioski na podstawie analizy przebiegu powyzszej funkcji, bezmyénie
uczepimy sie miejsca, w ktérym pochodna tej funkcji sie zeruje, a sama funkcja osigga
maksimum.
Pochodna funkcji f wyraza sie wzorem

F/(@) = 2015221 (31— 2)210 42016 - 2217 - (2 — 2)2015 =
=2015- 2" (2— )% —2016- 2 (2— )" =

= ®M (2 2)2 (2015 (2 2) — 2016+ 2) =™ (2 2)* - (4030 — 4031 )
Zatem na przedziale (0, 2) pochodna funkcji f ma nastepujacy znak:

>0 dla xE(O,%)
fl(z)4=0 dla z=7330
4030

<0 dla ze (4% 2)

Oznacza to, ze funkcja f osiaga na przedziale (0,2) najwicksza wartos¢ w punkcie

= igg? 1 wartoscig ta jest
F (4030) - (4030)2015 (4032)2016 40302015 40322010
4031/ \4031 4031 40314031
Dla zakonczenia rozwigzania wystarczy ”tylko” udowodni¢ nieréwnosé f (%) > 1. Pro-
. . ;. 4030
blem polega na tym, ze w rzeczywistosci f (M) ~1,000124.
Aby wykaza¢ nierownosc¢ f (%) > 1, nalezatoby udowodni¢, ze
4030%°1%. 40322016 > 40314931 | (%)

co jest praktycznie niewyobrazalne bez uzycia komputera, gdyz po obu stronach tej nie-
rownosci wystepuja liczby 14534-cyfrowe, a ich iloraz jest w przyblizeniu réwny 1,000124.
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Cudotworca przepisatby nieréwnos$é (&) w postaci
(2n)"- (2n+2)""' > (2n41)*"*

gdzie n=2015, a nastepnie przemnozyt ja stronami przez 2n otrzymujac kolejno nierow-
nosci rownowazne:

(2n)" . (2n42)" T > (2n4+1)*" - (2n),

((2n)-(2n+2)""" > ((2n+1)%)" (2n+1) - (2n),
n+1 n
(4n%+4n)"" > (40> +4n+1)" - (4n>+2n) . (&)
W tym momencie cudotwoérca zauwazytby, ze po kazdej ze stron nieréwnosci () znajduje
sie iloczyn n+1 czynnikéw dodatnich. Gdyby sumy czynnikéw po kazdej ze stron byty
rowne, wigkszy bylby iloczyn o wszystkich czynnikach réownych, czyli iloczyn po lewej

stronie nieréwnosci (<»). Tymczasem jest nawet lepiej, gdyz suma czynnikow po lewej
stronie nieréwnosci () jest réwna

(4n2+4n) ‘(n+1)=4n>+8n*+4n,
a po prawej jest od niej mniejsza i wynosi
<4n2+4n—|— 1) ‘n—+ <4n2+2n) =4n3+8n*+3n.
Dowdéd nier6wnosci () jest wiec zakonczony.
Uwaga:
Cudotwoérca zamiast nieréwnosci () udowodnitby nieréwno$¢ mocniejsza, a miano-
wicie 1 .
(4n2 + 4n) > (4712 +4n+ 1) . <4n2 + 3n) ,
co prowadzi do wzmocnionej wersji nieréwnosci (db):
4030%°1 - 403210 > 4031"%%°. 4031,5

w ktorej iloraz strony lewej do prawej jest w przyblizeniu réwny 1,00000000769 (bezpo-
srenio po przecinku wystepuje osiem zer). To doprowadzitoby do nieréwnosci

4030\ 40315 1
O 111 10001240
(4031> Z 031 Tsoe2 T 387,

gdy tymczasem w rzeczywistosci

4030
—— ] ~1,0001240463.
f(4031) ’ 03
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