Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1B, zima 2015/16

1. Indukcja matematyczna. Dwumian Newtona.

Poziom A (z my$la o ocenie dostatecznej na wykladzie A)

Zadania do samodzielnego rozwiazania. Pomoc mozna uzyskaé¢ na konsultacjach u dowolnego

prowadzacego lub podczas tutoringu prof. Damek (pazdziernikowe wtorki 14-17, pok. 901 lub

s. 601). W miare wolnego czasu watpliwosci moga zostaé¢ wyjasnione takze na ¢wiczeniach.

1. Wskaza¢ taka liczbe C, ze dla dowolnej liczby catkowitych nieujemnych n i k, gdzie

n > k+2, prawdziwa jest rownos¢
(1ol ()= (22)
k k+1 k+2 k42
2. Uporzadkowaé rosnaco nastepujace liczby:
100 100 100 100 100 100
(7)) () () () ()

3. Dowiesé, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé

2n—1 1
142.343-3+4.3945.3 4. 4n.3 ==

4 4

4. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 zachodzi rownosé

1+1+1+ N 11
2 6 12 7 (n—-1)n ~ n’

Oznaczenia:
n

> ;= Gy A Q1 + Qg2+ Qg3+ .. A1 +ap
=m
n

Ha'i:am'a'm—i-l'am+2'am+3'-~-'an—1'an

=m

Obliczy¢ wartosci wyrazen:

5 100 10 5 2015
5.0 6. ) @ 7. > 7 8 [¢ 9 ]
=3 1=—99 i=—10 =1 1=—2015

10. Czy réwnodé 2- (Z) = (kj—l) jest prawdziwa dla

L

a)n=_8, k=2 b) n=10, k=3 c)n=15 k=4 d) n=17, k=5
11. Czy prawdziwa jest rownosé
15 24 37

a) [[n=15! b) [[n=23! c) [[ n=-37
n=2 n=>5 n=—1
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12. Dowies¢, ze dla dowolnych liczb catkowitych nieujemnych a,b,c zachodzi réwnosé
a+b+c\ (b+c\ [(a+tb+c)\fa+tc
a b ) b a |’

13. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 zachodzi rownosé

1+ 1 L 1 - 1 1 1
6 24 60 (n—1)n-(n+1) 4 2n(n+1)’
14. Dowied¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 2 zachodzi réwnosé
1 1+1+1+ . I (n—1)(3n+2)
378 15 m n2—1  4dn(n+1)

15. Dowiesc, ze dla kazdego n > 2 zachodzi rownosé
2\ [3)\ (4 n\ n-[(n—1)1°
2) \2) \2) " \2) 2

Poziom B (z mysla o ocenie co najwyzej dobrej)

Zadania do oméwienia na ¢wiczeniach 6-7.10.2015 (grupy 2-5). Ewentualny wolny czas
mozna po$wiecié¢ na zadania poziomu A.
Zadania nalezy sprébowaé rozwigzaé¢ przed éwiczeniami.

16. Dowiesc, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé

2 +1)- 22 +1)- 2%+ -2 +1)-2¥ +1) ... (27 +1)=2"" —1.

UWAGA: Potegowanie wykonujemy ”od géry”: a** = a®).

17. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé

P42 43 4. 4+nP=(1+2+34...4+n)?

18. Dowiesc¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 zachodzi nieréwnos¢ (2:) <A™,
Wskazowka: (1+1)%"

19. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 zachodzi nieréwnosé (3?) <221

20. Dowies¢, ze dla kazdego n > 2 zachodzi rownosé

)7 )+ () G)=(137)

21. Liczby ay,,b, sa okreSlone wzorami a; =by =1, ap11=0a,+bn, byi1=ani1+ay.
Dowies¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé b2 —2a2 = (—1).

OszusTwo  22. Dowiesé, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé
30n <2"+110. (%)
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Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.
1° Dla n =1 sprawdzamy bezposrednio 30 <2+110=112.
2° Zatézmy, ze 30n < 2™+ 110. Udowodnimy nieréwnosc¢
30(n+1) <21 +110. Stosujac zatozenie indukcyjne otrzymujemy ciag nieréwnosci:

30(n+1) =30n+30 < 2" +110+30=2"" 4110430 — 2" < 2" 4+ 110,

przy czym ostatnia nieréwnos$¢ zachodzi dla n > 5.
Zatem nieréwnosc (x) zostala udowodniona dla n > 5.
Pozostaje sprawdzi¢, ze
dla n =2 mamy 60 <4+110=114,
dla n =3 mamy 90 <8+110=118,
dla n =4 mamy 120 <16+ 110=126.
Tym samym nier6wnos¢ (x) jest udowodniona dla wszystkich liczb naturalnych n.
W szczegdlnosci wykazalismy, ze dla n =6 zachodzi nieréwnosc¢
180 < 174.
Gdzie tkwi btad w powyzszym rozumowaniu?

23. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nierownos¢ 10n < 2™ 425 .

24. O zdaniu' T'(n) wiadomo, ze T(7) jest falszywe, T(17) jest prawdziwe, a ponadto
dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi implikacja T'(n) = T'(n+1). Czy stad wynika, ze
a) T'(5) jest fatszywe b) T'(10) jest prawdziwe
c) T(15) jest falszywe d) 7'(20) jest prawdziwe

25. Niech T'(n) oznacza zdanie: Suma cyfr liczby n jest wieksza od 10. Czy prawdziwa
jest implikacja
a) T(27)=T(39)  b) T(99)=T(100)  ¢) T(63)=T(71)  d) T(29)=>T(57)

26. O zdaniu T'(n) wiadomo, ze prawdziwe jest T'(1), a ponadto dla kazdej liczby
naturalnej n implikacja T'(2n—1) = T'(2n) jest falszywa. Czy stad wynika, ze

a) T'(5) jest prawdziwe .......ccccoceeereniennene

b) T'(6) jest prawdziwe .........cccccevveeninenne

c) T(7) jest falszywe ....cccoovviviiiiniinnn.

d) T'(8) jest falszywe ....ccoovviiiiinnin

27. O zdaniu T'(n) wiadomo, ze prawdziwe jest T'(1), a ponadto dla kazdej liczby
naturalnej n implikacja T'(3n—1) = T'(3n) jest falszywa. Czy stad wynika, ze

a) T(7) jest prawdziwe .........ccooevevirennnnn.

b) T'(8) jest prawdziwe ..........cccoevevrenunene.

c) T'(9) jest falszywe .....ccooovviiiiiiinn.

d) 7'(10) jest falszywe ....cccoooveviiiiiiin

1Zamiast stowa zdanie poprawniej jest uzyé w tym kontekécie okredlenia formula zdaniowa, ale moze
to by¢ nieco odstraszajace.
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Poziom C (dla aspirujacych do oceny wyzszej niz 4.0)

Zadania do oméwienia na ¢wiczeniach 6.10.2015 (grupa 1). Nalezy przyjsé na éwiczenia
do grupy 1 ORAZ na éwiczenia do jednej z pozostalych grup, gdzie oméwione zostang zadania
poziomu B.

Zadania nalezy sprébowaé rozwigzaé¢ przed ¢éwiczeniami.

28. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé (37?) <7

29. Dowiesc, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé

<2n—|—4> < 92ntl
n

30. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé
n3(n+1)3

- 5
1” <
27T

31. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi
9-(3n)! M. 2-(3"-nl)? .

W miejsce kropek wstawi¢ jeden ze znakow: >, <, =, >, <.

32. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 200 szesScian mozna podzieli¢ na
n szescianéw. Sprobowacé zastapi¢ liczbe 200 mniejsza liczba.

33. Jak wyglada analogiczne zadanie w przestrzeni czterowymiarowej?

34. Wskazac¢ sensowne liczby rzeczywiste A, B, C, D i dowies¢, ze dla dowolnej liczby
naturalnej n zachodza oszacowania

qn < 2n <C qn
Vn+tB \n/) > Vn+D’

35. Rozwigzaé¢ rownanie

w liczbach naturalnych n>4, k> 2.

36. O zdaniu 7'(n) udowodniono, ze prawdziwe jest T'(1), oraz ze dla dowolnego n > 6
zachodzi implikacja T'(n) = T'(n+2). Czy mozna stad wnioskowaé, ze

a) prawdziwe jest T(10),

b) prawdziwe jest 7'(11),

c) prawdziwa jest implikacja T'(7) = T'(13),

d) prawdziwa jest implikacja 7'(3) = T'(1

e) prawdziwa jest implikacja 7'(1) = T'(3

Lista 1 -4 - Strony 1-5



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1B, zima 2015/16

37. O zdaniu T'(n) udowodniono, ze prawdziwe sa 7'(1) i 7'(100), oraz ze dla dowolnego
n > 10 zachodzi implikacja T'(n) = T'(n—1). Czy mozna stad wnioskowadé, ze

a) prawdziwe jest T'(9),

b) prawdziwe jest 7(10),

c¢) prawdziwa jest implikacja 7'(50) = T'(30),

d) prawdziwa jest implikacja 7'(300) = T'(200),

e) prawdziwa jest implikacja T'(30) = T'(50),
f) prawdziwa jest implikacja 7'(200) = 7(300).

38. O zdaniu T'(n) udowodniono, ze prawdziwe jest T'(1), oraz ze dla dowolnego n > 1
zachodzi implikacja T'(n) = T'(n+2). Czy mozna stad wnioskowaé, ze

a) prawdziwe jest T'(9),

b) prawdziwe jest 7'(10),

¢) prawdziwa jest implikacja 7°(100) = T(25),

d) prawdziwa jest implikacja 7'(100) = 7°(200).

39. O zdaniu T'(n) udowodniono, ze prawdziwe sa T'(1) i T'(6), oraz ze dla dowolnego
n > 1 zachodzi implikacja T'(n) = T'(n+3). Czy mozna stad wnioskowaé, ze

a) falszywe jest T'(3),

b) fatszywe jest T'(11),

c) prawdziwe jest T'(9),

d) dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n prawdziwe jest T'(n?).

40. O zdaniu T'(n) wiadomo, ze prawdziwe jest T'(25), a ponadto dla kazdej liczby
naturalnej n > 20 zachodzi implikacja T'(n) = T'(n+2) oraz dla kazdej liczby naturalnej
4 < n <30 zachodzi implikacja T'(n) = T'(n—3). Czy stad wynika, ze prawdziwe jest
a) T'(37) b) T(38) c) T(10) d) T(11)

41. Przy kazdym z ponizszych zdan w miejscu kropek postaw jedna z liter P, F, N:

P - jest Prawda (tzn. musi by¢ prawdziwe)

F - jest Falszem (tzn. musi by¢ falszywe)

N - moze by¢ prawdziwe lub fatszywe (tzn. Nie wiadomo, czasem bywa prawdziwe,
a czasem falszywe)

O zdaniu T'(n) wiadomo, ze T'(1) jest prawdziwe, 7°(100) jest falszywe, a ponadto dla
kazdej liczby naturalnej n zachodzi implikacja T'(n) = T'(n+10). Wowczas:

a) T(70) wovveene.. b) T(81) covvveeee.n.
¢) T(92) wooon... d) T(101) w..........
e) T(140) coovvv...... £) T(75) = T(105) ..........
g) T(161) = T(160) ............ h) T(51) = T(60) ............
i) T(10) = T(11) coooo....... j) T(10) = T(12) ...........
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