Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1B, zima 2015/16

Pochodna funkcji (tw. Lagrange’a)
Poziom C — 22.12.2015 (grupa 1)
555. Dla danych réznych liczb rzeczywistych a i b oraz zbioru Z C R chcemy formalnie

zapisa¢ warunek, ze istnieje w zbiorze Z liczba (ostro) miedzy a i b, nie wiemy jednak

z gory, ktora z liczb a, b jest wigksza. Ktore z podanych warunkow sa do tego celu

odpowiednie?

(&) CGEIZ a<c<b

() J a<ce<b ANb<c<a

ceZ
(Q) 3 a<c<bVb<c<a
ceZ

(M) 3 ac+b(l—c)eZ
c€(0,1)

(dodb) 3 ac+b(l—c)eZ
c>0

(00) 3 beta(l—c)e”
c€[0,1]

(©Q) 3 a+(b—a)ceZ
ce(0,1)

(M) 3 a+(a—b)ceZ
ce(0,1)

(k) CEHZ b—a < (0.1)

c—
(©00) cezlz b—a €(0.1)
c—a
(000) CGEIZ b—a < (0.1)
(AAA) 5 bme

ceZ\{a} C—Q

556. Przyporzadkowac¢ nastepujacym twierdzeniom podane nizej warunki oraz po-

wiedzie¢, co méwi warunek nieprzyporzadkowany zadnemu twierdzeniu.

(i) Wtasno$é Darboux funkcji cigglych: Jezeli funkcja f jest ciagla na przedziale
[a,b], to

(ii) Wlasno$é Darboux pochodnej funkcji: Jezeli funkcja f jest rézniczkowalna na
przedziale [a,b], przy czym w punktach a i b istnieja odpowiednie pochodne jednostronne,
to
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(iii) Twierdzenie Rolle’a: Jezeli funkcja f jest ciagta na przedziale [a,b] 1 rézniczko-
walna na przedziale (a,b), a ponadto f(a)= f(b), to
(iv) Twierdzenie Lagrange’a (o wartosci $redniej rachunku rézniczkowego):

Jezeli funkcja f jest ciagla na przedziale [a,b] i r6zniczkowalna na przedziale (a,b), to

(4e) eh ) e flatt(b—a))=f'(a)+s(f'(b)— f(a))
(50) ean f(b)=fla)+(b—a)f'(a+t(b—a))
(69) el e fla+t(b—a))= f(a)+s(f(b) - f(a))
(70) by sl fla+t(b—a))= f(a)+5(f(b) - f(a))
(7#) teal) flla+t(b—a))=0

W nastepujacym zadaniu wykorzysta¢ twierdzenie Lagrange’a oraz wtasnos¢ Darboux
funkeji ciaglych (przypomnienie: funkcja rézniczkowalna jest ciagta).

557. Funkcje f1, fo, fs3, ..., fi2 sa okreslone i rézniczkowalne na calej prostej rzeczy-
wistej, a ich pochodne sg ciggte. Ponadto

hH3)=1, fi(5)=2,

f2(0)=3, fo(4)=-1,

f3(=5)=0, f3(15) =10,

(1) =2, ¥ [fi(z) # 1,

f(0)=0, f5(2)=10, Vf5(z) #2,

f6(0) =7, Vfs(a)>2

f3)=5, vfi(z)>—1,

fs(=2)=0, f3(0)=10, fs(3)=

fo(=1)=0, fo(1)=10 afé(3) 40
Ju(1)==5, fu(11)=5, Y 0< fig(z) <2
f11(0)=0, f1.(100)=0, v =1 < fi,() <2,

f12(—100) = —100, f15(100) =100, ¥ —100< f,(x) < 100.

A) Dowiesé, ze dla co najmniej trzech funkcji f; zachodzi warunek
v fi(z) #0
B) Dowiesé, ze dla co najmniej dwoch funkeji f; zachodzi warunek

3 fil)=~
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C) Dowiesé, ze dla co najmniej siedmiu funkeji f; zachodzi warunek
fi(0) #1
D) Dowiesé, ze dla co najmniej czterech funkeji f; zachodzi warunek
£1(99) >0
E) Dowiesé, ze dla co najmniej dwoch funkeji f; zachodzi warunek
3 fie)=5
F) Dowies¢, ze dla co najmniej jednej funkcji f; zachodzi warunek
3 file)=44
G) Dowiesé, ze dla co najmniej trzech funkcji f; zachodzi warunek
1
3 file)= D)
H) Dowiesé¢, ze dla co najmniej siedmiu funkeji f; zachodzi warunek
fi(1) #38
I) Dowiedé, ze dla co najmniej czterech funkeji f; zachodzi warunek
%I file)=13
J) Dowiesé, ze dla co najmniej jednej funkcji f; zachodzi warunek
3, file)=fi(d) =1
K) Dowiesé, ze dla co najmniej dziewieciu funkcji f; zachodzi warunek

675|d file)= fi(d)

558. Niech T bedzie zbiorem wszystkich funkcji rézniczkowalnych f:IR — R spelnia-

jacych warunki
f3)=1
2< f(r)<3 dlakazdego zeR.
W kazdym z zadaf A-F podaj odpowiedni kres zbioru.
1) E Rk
R0 N A
10 E ks S
E{F(1): f €T Y=o
0 1() N OV E =k
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