Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1B, zima 2015/16

Kolokwium nr 1: poniedzialek 12.10.2015, godz. 14:15-15:00, sale HS i EM, material zad. 1-27.

1. Indukcja matematyczna. Dwumian Newtona. (c.d.)
2. Liczby rzeczywiste, liczby wymierne i niewymierne.

Poziom A (z my$la o ocenie dostatecznej na wykladzie A)

Zadania do samodzielnego rozwigzania. Pomoc mozna uzyska¢ na konsultacjach u dowolnego
prowadzacego lub podczas tutoringu prof. Damek (pazdziernikowe wtorki 14-17, pok. 901 lub
s. 601; w dniu 13.10.2015 tutoring rozpocznie si¢ z opdznieniem — ok. 15:45-16:00, ale moze
potrwaé¢ nawet do 19:00). W miare wolnego czasu watpliwosci moga zosta¢ wyjasnione takze
na ¢wiczeniach.

42. Przedstawi¢ liczbe 0,123(45) w postaci nieskracalnego utamka zwyktego.
43. Przedstawi¢ liczbe 0,1(270) w postaci nieskracalnego utamka zwyklego.

Obliczy¢ podajac wynik w postaci nieskracalnego utamka zwyktego
44. ,/0.(4)+ {/3.374(9) 45. (0,2(9)+1,(09))-12,(2) 46. (0,(037))%®

47. Zapisa¢ utamek zwykly w postaci utamka dziesigtnego skonczonego lub okreso-
wego
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48. Dowies¢, ze liczba v/15 jest niewymierna.

49. Cgzy istnieja takie liczby naturalne m, n > 1, ze log,,n=13/7 7

Poziom B (z my$la o ocenie co najwyzej dobrej)

Zadania do oméwienia na ¢wiczeniach 13-14.10.2015 (grupy 2-5). Ewentualny wolny czas
mozna po$wieci¢ na zadania poziomu A.
Zadania nalezy sprébowaé¢ rozwigzaé¢ przed éwiczeniami.

50. Wyznaczy¢ zbior wszystkich liczb rzeczywistych z, dla ktorych prawdziwa jest
podana implikacja:
a)z>0=>r+1>2 b)r<l=2*>0 c)z<l=2’<0 d)2°>32=2>64
e) 2% >64=2">128 f) 2°<32=2%<64 g) 1% <64=2"<128

51. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnos¢
4 4
16”-( ”) <27”-< ”) .
2n n

52. Dowiesé, ze liczba \/v/7— /5 jest niewymierna.

53. Niech n bedzie liczbg naturalng. Majac do dyspozycji nawiasy, n, liczby catkowite
oraz znaki +,—,-,: i v zapisa¢ liczbe niewymierng dodatnia mniejsza od %
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OszusTwo  54.
ZADANIE: Dowieéé, ze liczba /3 — /8 — /2 jest niewymierna.

Rozwigzanie I:
Liczba —v/2 jest niewymierna. Takze liczba /3 — /8 jest niewymierna, bo gdyby byta
wymierna, to jej kwadrat 3—+/8 tez bylby liczba wymierna, a nie jest. Zatem liczba

V3 —1/8—1/2 jest niewymierna jako suma liczb niewymiernych.
Rozwigzanie II:

Przeprowadzimy dowéd nie wprost. Zalézmy, ze liczba \/3 — /8 —v/2 jest wymierna

1 oznaczmy ja przez w. Wtedy
w=1/3-vV8—-V2

w+vV2=13-V8
W+ 2V2w+2=3-2V2
2V2(w+1)+ (w—1)(w+1)=0
Dzielac ostatnig rownosé przez w+ 1 otrzymujemy
2V2+w—-1=0,

co stanowi sprzecznos¢ z zatozeniem wymiernosci liczby w, gdyz lewa strona réwnosci
jest liczba niewymierng i nie moze by¢ réwna 0.
Czy powyzsze rozwigzania sg poprawne?

55. Dowies¢, ze liczba log,,18 jest niewymierna.
56. Dowies¢, ze liczba log,,50 jest niewymierna.

57. Rozstrzygnaé, czy liczba log,3+1log,b jest wymierna, czy niewymierna.

58. Liczby a i b s dodatnie i niewymierne. Czy mozemy stad wnioskowaé, ze liczba
a+b jest niewymierna?

59. Liczby a+b, b+c i c+a sa wymierne. Czy mozemy stad wnioskowaé, ze liczby
a, b, c sg wymierne?

60. Liczby a+b, b+c i c+a sa niewymierne. Czy mozemy stad wnioskowac, ze liczba
a+b+c jest niewymierna?

61. Liczby a+b, b+c, c+d i d+a sa wymierne. Czy mozemy stad wnioskowac, ze
liczby a, b, ¢, d sa wymierne?

62. Dla liczby wymiernej dodatniej ¢ =m/n, gdzie m,n € N, zapisaé¢ warunek log,3 < ¢
uzywajac tylko liczb m, n, dziatan na liczbach catkowitych, znakow nieréwnosci i ewen-
tualnie symboli logicznych. Wykorzysta¢ ten warunek do poréwnania log,3 z liczbami
3/2, 5/3 oraz 8/5. Nie uzywaé kalkulatora. Wolno wykonywaé¢ bezposrednie obliczenia
na liczbach catkowitych dodatnich mniejszych od 300.
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Poziom C (dla aspirujacych do oceny wyzszej niz 4.0)

Zadania do oméwienia na éwiczeniach 13.10.2015 (grupa 1). Nalezy przyj$¢ na éwiczenia
do grupy 1 ORAZ na éwiczenia do jednej z pozostalych grup, gdzie oméwione zostang zadania
poziomu B.

Zadania nalezy sprébowaé rozwigzaé¢ przed ¢éwiczeniami.

63. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé

<g>+<n11> +<n;2> +<”;3>+...:Fn+1,

gdzie F, oznacza n-ty wyraz ciggu Fibonacciego okreslonego wzorami F} = F, =1 oraz
Fn+2:Fn+l+Fn-

64. Wyznaczy¢ zbiér wszystkich liczb rzeczywistych x, dla ktorych prawdziwa jest
implikacja 27 +55x° + 33323 > 1111 = 22 < 10.

65. Wskaza¢ taka liczbe rzeczywista dodatnia C, ze dla dowolnej liczby naturalnej n
zachodzi nieré6wnos¢

(n+49)" - (n+25C)*" > (n+50)* - (n+24C)*.

66. Wskaza¢ taka liczbe rzeczywista dodatnia O, ze dla dowolnej liczby naturalnej n
zachodzi nier6wnos¢

(n+49) - (n+25C)*" < (n+50)* - (n+24C)* .

67. Przy kazdym z ponizszych zdan w miejscu kropek postaw jedng z liter P, F, IN:

P - jest Prawda (tzn. musi by¢ prawdziwe)

F - jest Falszem (tzn. musi by¢ falszywe)

N - moze by¢ prawdziwe lub fatszywe (tzn. Nie wiadomo, czasem bywa prawdziwe,
a czasem falszywe)

O zdaniu T'(n) wiadomo, ze:
e T'(1) jest prawdziwe,
e dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi implikacja T'(n) = T'(2n),
e dla kazdej liczby naturalnej n > 7 zachodzi implikacja T'(n) =T (n—T7).
Woéwezas:

a) T(71) woovenee... b) T(72) weoooene... ) T(73) oo,
d) T(74) cooooee.... e) T(75) v, £) T(76) covveen..
g) T(T7) woveornn.. h) T(771) = T(772) woev.......
i) T(772) = T(773) wcoovev..n. 3) T(773) = T(TT4) wove..
k) T(773) = T(75) wovvv...... 1) T(73) = T(775) wecovon.....
m) T(70) = T(777) w.cco....... n) T(770) = T(77) ccovve......
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68. Dowiesé, ze liczba ¢/2+ /3 jest niewymierna.
69. Dowies¢, ze nie istnieje liczba wymierna dodatnia ¢ speliajaca rownosé

q?=5.

70. Chcemy zlokalizowa¢ potozenie wzgledem liczb wymiernych, liczby rzeczywiste;j
q > 1 speliajacej rownanie z poprzedniego zadania. Dla dowolnej liczby wymiernej po-
staci m/n, gdzie m jest liczba catkowita, a n liczba naturalna, zapisa¢ warunki m/n < ¢
oraz m/n > q uzywajac tylko liczb m, n, dziatai na liczbach catkowitych, znakéw nie-
rownosci i ewentualnie symboli logicznych.

Wykorzystaé¢ te warunki do poréwnania liczby ¢ z liczbami 5/2 oraz 25/12 (bez uzycia
kalkulatora, korzystajac z nieréwnosci typu: 25 < 27, 125 < 128).

20 przykltadow.

Odpowiedzi, ktorych poprawnosci nie da si¢ uzasadni¢ elementarnie, nie moga by¢
zaliczone.

Da¢ przyktad takiej liczby rzeczywistej x, ze

71. 0 <x <1 oraz x jest niewymierna,

72. V5 < x < /6 oraz x jest wymierna,

73. 22 i 2 s niewymierne, ale x° jest wymierna,

74. z* i 2% sg wymierne, ale 2° jest niewymierna,

75. (xr+1)? jest niewymierna,

76. x jest niewymierna, ale x+% jest wymierna,

77. x jest niewymierna i 2 jest niewymierna,

78. 274 3% jest liczba niewymierna,

79. 243" jest liczba wymierng,

80. log,z +logsx jest liczbg niewymierng,

81. log,z +logsx jest liczba wymierna,

82. log,z-logsx jest liczba niewymierna,

83. log,z -logsx jest liczbg wymierng,

84. 2% +log,x jest liczba catkowitya dodatnia,

85. 27 +log,x jest liczba niewymierna,

86. x+log,x jest liczba wymierng niecatkowita,

87. V2 jest liczba wymierng niecatkowita,

88. 12 jest liczbg niewymierna,

89. log,(1+x) jest liczba wymierna,

90. log,(1+x) jest liczba niewymierna.
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