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4. Ciagi liczbowe, zbieznosé (c.d.)
5. Kresy zbioréw

Poziom B (z mysla o ocenie co najwyzej dobrej)
Zadania do oméwienia na ¢éwiczeniach 17-18.11.2015 (grupy 2-5).
Zadania nalezy sprébowacé rozwigzaé¢ przed éwiczeniami.
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dla tak dobranej wartosci rzeczywistej dodatniej parametru k, aby powyzsza granica
byta dodatnia i skonczona.
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W kazdym z ponizszych zadan podaj kresy zbioru Z oraz okresl, czy kresy naleza
do zbioru Z.
Nie wszystkie zadania bedg omoéwione szczegbélowo na ¢wiczeniach — studenci
powinni umie¢ wskazaé zadania, ktore sprawily najwiekszg trudnosc.
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Poziom C

Zadania do oméwienia na ¢wiczeniach 17.11.2015 (grupa 1).
Zadania nalezy sprébowaé rozwigzaé¢ przed éwiczeniami.

290. Zbiory A i B sg niepuste i ograniczone. Zbiér B jest skonczony i wszystkie jego
elementy sg rézne od 0. Czy zbiér {§: a€ A, b€ B} musi by¢ ograniczony? Odpowiedz
uzasadnic.

291. A jest takim niepustym zbiorem ograniczonym liczb rzeczywistych, ze
infA =—3, supA =2. Jakie wartosci moga przyjmowaé kresy zbioru {|a|: a € A} ? Od-
powiedz uzasadni¢ przyktadem lub dowodem.

292. Podac przyktad takich zbiorow A, B, ze infA =2, supA="7, infB =3, supB = 10,
inf(ANB) =4, sup(ANB)=6, ANN=BNN=/).

Przeczytaj ponizsze warunki. Ktére z nich sg rownowazne temu, ze g =supA ?
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W kazdym z ponizszych zadan podaj kresy zbioru Z oraz okresl, czy kresy naleza
do zbioru Z.
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Niepotrzebne skreslic.

W kazdej parze ramek tylko jedna zawiera sensowne uzupelnienie tekstu matematycznego.

TWIERDZENIE 320. Niech A i B beda niepustymi zbiorami ograniczonymi. Niech
C={a—b: a€c ANbe B}. Wtedy infC = [infA —supB|supB —infA| .

Dowdd:

Niech d=1infA i g=supB. Wtedy z warunku d =infA wynika, ze

(1) v 3 |[a<dla>d

acAlacA
oraz
(2) V]3|l v]3]le<dt+ela>d—¢].
e>0]e>0] |acA]acA

Podobnie z warunku g =supB wynika

(3) V|1 3|b<glb>g

beB|beB
oraz
(4) VI3V |3]lb<gte|b>g—el.
e>0]e>0| [beB|bEB

Chcemy wykazac, ze infC' = e, gdzie e=d—g|g—d|, czyli, ze

(5) V|3 ||lc<elcze

ceClceC
oraz
(6) v[3|lv]3]lc<etele>e—el.
e>0]e>0] [ceC|ceC

W dowodzie warunku (5) skorzystamy z (1) i (3).]

Zakladajac (5) wykazemy prawdziwos¢ warunkow (1) i (3).]
’Dowolnallstnieje‘ liczba ce C postaci c=a—0, gdziea € Aibe B. Z nie-
rownosci ’a < dla > d‘ i ’b < g|b> g‘ otrzymujemy
la—b<ela—b>e|, co dowodzi (5).
’ZaléZmylWykaZemy‘ teraz prawdziwosé warunku (6).
Niech € bedzie dowolng liczba dodatnig. Wtedy‘

Zmnajdziemy taka liczbe dodatnig e, dla ktérej‘

istnieje a € A takie, ze ’a > d—sla < d—i—%‘ oraz b€ B takie, ze
b<g +€|b >g—5|. Zatem liczba ¢ =a—b spelnia nier6wnosc
c<ete | c>e—¢

, co konezy dowdd warunku (6).
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