Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1B, zima 2015/16
Ciaglos¢ i inne wlasnosci funkcji
Poziom B (z mysla o ocenie co najwyzej dobrej)

Zadania do oméwienia na ¢wiczeniach 1-2.12.2015 (grupy 2-5).
Zadania nalezy sprébowaé rozwigzaé¢ przed éwiczeniami.

356. Wskazaé odpowiednie liczby wymierne dodatnie C oraz 0, a nastepnie udowod-

nic¢, ze

' C

e(27— 527+5 ’\/_ ’ 1000
Do podanych f, z¢ i e dobraé takie d, aby . ‘v(’s ) |f(x)— f(zo)| <e.
z€(xo—0,T0

357. f(x)=2x, 1o=>5,e=1/10 358. f(x)=1/z, xo=4, e=1/100
359. f(r)=12% z9=1,e=1/50 360. f(r)=213 2y=0, e=1/1000
361. f(z)=+/7, 10=30, e=1/10 362. f(z)=1* o=10,e=10"1°

Dla podanej funkcji f wyprowadzi¢ oszacowanie postaci
|f (@)= f(zo)| <C-0

prawdziwe dla dowolnego § >0 oraz dowolnych z, xy € D spetniajacych warunek
|z — x| < 9.

363. f(x)=+/z, Dy=[1,4+00) 364. f(x)=v22+1, D;=R
365. f(z)— 21+1 D, =R 366. f(x) =", D;—[—10,5]

Do podanych f, g i € dobra¢ takie k € N (dowolne, nie musi by¢ najmniejsze), aby
przy § =107 spetniony byt warunek \ |f(z)— f(zo)] <e.
)

z€(xo—0,x0+

367. f(z)=2z" 20=2,e=1/10 368. f(z)=xz'" z2y=5e=10"1°
369. f(r)=12'% 2,=10, e=10' (tak, do plus setnej)
370. f(x) =21 20=1111,e=10"°

371. Niech funkcja f:[25, 00o) — R bedzie dana wzorem f(x)=/x.
Zdanie Z: Dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y € [25, 00) zachodzi nieréwnosé

[f(@) = fWI<C-lz—yl.
a) Dowiesé, ze zdanie Z jest prawdziwe dla C'=1/10.
b) Dowiesé, ze zdanie Z jest falszywe dla C'=1/12.

372. Dla funkcji f: (0, 00) — R okre§lonej podanym wzorem wskaza¢ odpowiednie
liczby rzeczywiste dodatnie x, y i udowodnié¢ nier6wnosé¢ |f(x)— f(y)| > 100-|x —y] .

a) f(x)=a" b) f(x)=—
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Poziom C — 1.12.2015 (grupa 1)

Dla podanej funkcji f wskaza¢ takg liczbe M, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x
zachodzi nieréwnosé |f(x)| < M .
x x

OszusTwoO 376. Niech f,g:[0,1] — R beda takimi funkcjami ciggtymi, ze f(0) =25,
f(1)=7, ¢g(0)=8, g(1) =4. Wtedy istnieje takie c€ (0,1) , ze f(c)=g(c).

Dowad: 7 wtasnosci Darboux funkcji ciggltych zastosowanej do funkcji f wynika, ze
dla pewnego c € (0,1) mamy f(c) =6. Podobnie, stosujac wlasnosé Darboux do funkcji g
otrzymujemy g(c) =6. A zatem f(c)=g(c), co nalezato dowies¢.

1000

O
Wskazaé¢ bltad w powyzszym rozumowaniu i podaé¢ poprawny dowdod.
377. Dowies¢, ze rGwnanie
21000000 19 — (1,000001)*
ma co najmniej jedno rozwigzanie rzeczywiste. Wskaza¢ konkretny (by¢é moze niepo-
trzebnie duzy) przedzial, w ktérym znajduje sie rozwiazanie.
378. Dla ktorych liczb

ne {2, 4,10, 20, 50, 100, 200, 500, 1000, 10°, 10'°, 10%°, 101%°, 101000}

wykres funkcji f(x)=2" przecina wykres funkcji g(x) =a"+4, jezeli za jednostke na
osiach przyjmiemy 1 cm. Przyjaé promien wszech$wiata réwny 10%® cm. Punkty przeciecia
wykresow lezace w innych wszechswiatach nas nie interesuja.

Jak zmieni si¢ odpowiedz, gdy wykonamy rysunek biorac za jednostke na osiach sred-
nice atomu (1078 c¢cm) lub érednice jadra atomowego (10713 c¢cm)?

379. Dowied¢, ze réwnanie x? =2572-cosz ma co najmniej 10 rozwigzan rzeczywi-
stych.

380. Dowies¢, ze réwnanie 22 = 2572 cos(x3) ma wigcej niz 1000 rozwigzan rzeczy-
wistych.

381. Dobra¢ odpowiednig liczbe wymierng dodatnig C' i udowodnié¢, ze dla dowolnej
liczby rzeczywistej dodatniej x zachodzag nieréwnosci

8r+7

¢s 52 ++/r+8

382. Wybra¢ odpowiednia liczbe catkowita N i udowodni¢, ze dla dowolnej liczby
rzeczywiste] x zachodzi nieréwnosé

<6-C.

3* 44497
37 +87 497
oraz wykaza¢ istnienie takiej liczby rzeczywistej x, ze
3*4+47+9
SHE Y N1
3% 48 + 9%

383. Dana jest funkcja f:R — R okre§lona wzorem f(x)= /22+108. Dowiesé, ze
dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y zachodzi nieréwnosé

[z —y|
(@) = FWI< 00
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