Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2B, lato 2015/16

Egzamin, 20.06.2016, godz. 9:00-13:20

Zadanie 1 1. (10 punktéw)

Wyznaczyé wszystkie rozwigzania réwnania 23 =i w liczbach zespolonych. Zapisaé
wszystkie rozwiazania w postaci kartezjanskiej (bez uzywania funkcji trygonometrycz-
nych) oraz zaznaczy¢ wszystkie rozwigzania na plaszczyznie zespolonej wykorzystujac
zamieszczony nizej rysunek, na ktérym narysowano okrag jednostkowy oraz proste prze-
chodzace przez punkt 0, co 15°.

K

Dane w zadaniu réwnanie jest spelnione przez liczbe z=—1i, a pozostale dwa rozwiazania
tego réwnania leza na okregu jednostkowym co 120°.

Inaczej: liczba i ma modut 11 argument 7/2, a zatem jej pierwiastki szescienne maja
modut 1 i argumenty 7/6+2kn/3 dla k=0,1,2, czyli odpowiednio 7/6, 57/6, 37/2.

Egzamin 20.06.2016 -1- Odpounedzi i rozwigzania



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2B, lato 2015/16

NEE

Odpowiedz: Dane rownanie ma 3 rozwigzania: —¢ oraz j:7+ 5

z

A
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Zadanie 1 2. (10 punktéw)

D (-1 (2n=1): 2n+1)
Udowod b '
owodnié¢ zbieznosé¢ szeregu ngl (3n—1)-(3n+2)-(3n+5)

Rozwigzanie:
Aby udowodnié¢ zbieznos¢ szeregu danego w tresci zadania, skorzystamy z kryterium
Leibniza o szeregach naprzemiennych.

W tym celu musimy zweryfikowac¢ prawdziwos¢ trzech zatozen tego kryterium.

1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne - oczywiste.

2° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazow jest zbiezny do zera.
Sprawdzamy to nastepujaco:

e Cn=D-@eyn L (2-3)-(247)

w2 Bn—1)-(3n+2)-(3n+5) % (3_9.(3%).(312) =333-0:

3° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw jest nierosnacy.
Ten warunek jest najmniej oczywisty. Aby go udowodnié, powinnismy wykazaé, ze
dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé
(2n—1)-(2n+1) S (2n+1)-(2n+3)
(3n—1)-3n+2)-(3n+5) " (3n+2)-(3n+5)-(3n+8)’
co kolejno jest rownowazne nieréwnosciom

2n—1 S 2n+3
3n—1" 3n+8’
(2n—1)-(3n+8) > (2n+3)-(3n—1),
6n2+13n—8>6n>+Tn—3,
6n>=>5,

skad wynika, ze dowodzona nieréwnosé jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n.

W konsekwencji szereg dany w tresci zadania jest zbiezny na mocy kryterium Leibniza
o szeregach naprzemiennych.
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Zadanie 1 3. (10 punktéw)

3
Obliczy¢ warto$¢ catki oznaczonej / 152 -vx+1dx podajac wynik w postaci liczby
0

catkowitej.
Rozwigzanie:
Wykonujemy podstawienie
t=vz+1, r=t—1
i formalnie
dxr=2tdt.

Ponadto =0 odpowiada t =1, a x =3 odpowiada t =2, przy czym zaleznos¢ t od x jest
monotoniczna. Stad wynika, ze przedziat catkowania z € [0, 3] odpowiada przedziatowi

tell, 2].

Otrzymujemy
R A

3 2 2
/15x-\/a:+1dx:/15-(t2—1>-t-2tdt=30-/t4—t2dt:30- (5—3
0 1 1

:3O-<325_1—8;1> =6-31-10-7=186—-70=116.

Odpowiedz: Podana calka oznaczona ma wartos¢ 116.
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Zadanie 14 (10 punktéw)

- d
Obliczy¢ catke nieoznaczong / 3 ’ 5 -
J o3 —u
Rozwigzanie:
Rozkladamy funkcje podcatkowa na sume utamkoéw prostych:
1 1 A B D

-2 (z—1)-22 x—1 27
1=A-2*+B-(x—1)+D-(x—1)-z,

1=Az?’+ Bz — B+ Dz*— Dz,

0 = A+D
0 = B-D
1 = —-B

)

skad B=—1, D=-11i A=1. W konsekwencji
d 1 1 1 1
/ ’ / ————dr=Inlz—1|+—-—In|z|+C.
x x

3 — g2 r—1 22
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Zadanie 19 . (10 punktéw)
Wyznaczy¢ taka liczbe naturalna n, ze krzywa o réwnaniu y = 2" dzieli zbiér

{(x,y): zel0,1] A x5<y<x}

na dwa obszary o rownych polach.
Rozwigzanie:

Warunki zadania beda spetnione, jezeli
1 1
/x—x”dx:/x”—x5dx,
0 0
co mozemy przepisaé kolejno jako

1 1
1.2 l,nJrl _ :L,n+1 116
2 n+1 ~\n+1 6 '
=0 =0

1 1 1
2 n+l n+tl 6’
r 1 2
276 nrl
2 2
3 ntl’
3=n+1,
n=2.

Odpowiedz: Warunki zadania sa spetnione przez liczbe n = 2.
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Zadanie 1 0. (10 punktéw)
Wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregu potegowego

i (2n)!- 2

n=1

(1)

nl-n"
Rozwigzanie:
Stosujemy kryterium d’Alemberta do szeregu (1) traktowanego jako szereg liczbowy
z parametrem x # 0.
Otrzymujemy
(2n+2)!- 2?2 nl-n™ |
(n+1)1-(n+ 17+ (2n)-220|
_ (@2n+1)-(2n+2)-|z*

(n+1)- (=) (n+1)
2-2n+1) 2? 2

T a1l (mE) —d

n

Tak wiec zastosowanie kryterium d’Alemberta prowadzi do granicy ilorazéw kolejnych
x
wyrazow szeregu (1) rownej 4- —.
e

2
Jezeli 4- 2 < 1, czyli |z| < ﬁ, to szereg (1) jest zbiezny.
e 2
Jezeli zag 4- > 1, czyli |z| > \f, to szereg (1) jest rozbiezny.
e

e
Stad wniosek, ze promien zbieznosci szeregu potegowego (1) jest réwny PR

. 1. . . .., .n\E
Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg potegowy ma promien zbieznosci Eh
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Zadanie 21 . (10 punktéw)

Obliczy¢ wartosé caltki oznaczonej / . Pamieta¢ o uproszczeniu wyniku.

) x2 =242
Rozwigzanie:
Przeksztatcamy mianownik funkcji podcatkowe;j

P ozda / rdx P ozda
| o—gors=) wmaeriri | Gorpet
a nastepnie wykonujemy podstawienie
t=x—1, r=t+1
i formalnie

dx =dt.

Ponadto =0 odpowiada t=—1, a =1 odpowiada t =0, przy czym zaleznos¢ t od x jest
monotoniczna. Stad wynika, ze przedzial catkowania x € [0, 1] odpowiada przedziatowi
te[-1,0].

Otrzymujemy

/1 xda: / (t+1) /0 tdt /0 dt

/ k) t2+1 1t2+1 241

(m #+1)| ) ( ’ )
= 5 + | arctg ¢ =
t=—1 t=—1
llq—l—lm—Q%—eurcth arctg (— 1):0—1n—2+0——ﬂ—
2 2 2 4
. In2 7
- ., In2 7

Odpowiedz: Podana catka oznaczona ma wartosé 5 + T
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Zadanic 22 (10 punktéw)
Obliczy¢ catke nieoznaczong / e** .sin3z de .

Rozwigzanie:
Oznaczamy dana catke przez I(x) i catkujemy dwukrotnie przez czesci:
I(z) :/625” -sin3z dx = e;“*’ -sin3x—/e;x -3cos3x dr = e%'s2in?>:c - 2 e** - cos 3z dv =
= e%-s;n?)x — 2 (e;x -(:05391;—/629C -(—3sin3x) d:c) =
_ €2z~821113x B 3-6296;1(3083% B i o2 i3 i — e 'szin?):c B 3~62x~4(3083x B j ().

co prowadzi do
4-1(z)=2-*-sin3x—3-e* -cos3x—9-1(z),

skad
I(r)= 2-e2z-sin3x1—33-62x-cos3x ‘C
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Zadanie 23« (10 punktéw)

oo
Udowodni¢ zbieznosé catki niewtasciwej / =
5T +x

Rozwigzanie:
Dzielac przedzial catkowania otrzymujemy

T amd ™d ™d

Wykazemy, ze kazda z dwoéch catek Wystgpujqcych W powyzszej sumie jest zbiezna.
W tym celu zauwazymy, ze funkcja podcatkowa jest dodatnia i skorzystamy z kryte-

rium poréwnawczego dla calek niewtasciwych.

Otrzymujemy
/1 ™ dx b o de /1
5 S 4
0T +x O—l—a: 4
bo 4—7m < 1.
Podobnie
7$’Td$ <7ox”dx B T dx c oo
/ a:5+x4\1 x5+0_1 o™ ’
bob5—7m>1.
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Zadanic 24 . (10 punktéw)
Wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregu potegowego

Rozwigzanie:
Stosujemy kryterium Cauchy’ego do szeregu (2) traktowanego jako szereg liczbowy z pa-
rametrem x.

Otrzymujemy
an . an

(nt)

Nastepnie stosujemy kryterium d’Alemberta do ciagu (b,):

bn 1n+1_ n+1 ! Lﬂnn+1 x n
w_ (D)2 :<”) (n+1)] ’:<1+> el —e-|z].
bn, (n+1)! nm- |z n+1 n
Tak wiec zastosowanie kryterium d’Alemberta prowadzi do granicy ilorazéw kolejnych
wyrazow ciagu (b,) réwnej e-|z|.

_ et

=b,.

n!

Jezeli e-|x| <1, czyli |x| < i, to ciag (b,) jest zbiezny do 0< 1, a w konsekwencji szereg
(2) jest zbiezny.

Jezeli zas e-|x| > 1, czyli || > i, to ciag (by,) jest rozbiezny do +00>1, a w konsekwencji
szereg (2) jest rozbiezny.

Stad wniosek, ze promien zbieznosci szeregu potegowego (2) jest rowny .

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg potegowy ma promien zbieznosci —.
e
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Zadanie 29« (10 punktéw)
Obliczy¢ warto$é granicy (ciagu)

li < + 1 + ) +...+ 7k2 +...F 74712 )
im . .
n=oo\nd41 n3+8 nd427 n3+ k3 n3 +8n?
Rozwigzanie:

Przeksztatcenie danej w zadaniu granicy prowadzi do

2
) 2n k2 ] 1 2n % ) 1 2n k
IR oy (-z”) - (20(5)

k=1 n k:ll—l—(%)?’ N =1
dzie
gdzi o
fo=1s

Poniewaz uzyskana granica jest granicg ciggu sum Riemanna dla funkcji cigglej f na
przedziale [0, 2] odpowiadajacych podzialom tego przedziatu na 2n przedziatéw dlugosci
1/n, mozemy zapisaé jej wartos¢ w postaci podanej nizej catki oznaczonej. Korzystajac

7€ Wzoru g/ (x)
/ g9(z)

dr=1Inlg(z)|+C

obliczamy wartos¢ tej catki:
2

22de 1 732%2dr 1
[oi= [k

21
-(1n9—1n1):§3.

1
3

=0

2In 3

Odpowiedz: Podana granica ma wartosé¢
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Zadanie 20 . (10 punktéw)

00 S1112017 n2016
Udowodnié¢ zbiezno$é szeregu n§::1 P TEaTR
Rozwigzanie:

Skorzystamy z kryterium zbieznosci bezwzglednej oraz z kryterium poréwnawczego:
o0 |gip2017 ;2016 oo |gin2017 2016 . 1 ~ 1 ~ 1
ZZZH<Z <> => <400,
2B | T 2 2B and2 S = 2B nd2 T = 0+nd2 = nd2

bo 3/2> 1.
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Zadanie 31« (10 punktéw)

2
Obliczy¢ wartosé caltki oznaczonej / cos® x du.
0

Rozwigzanie:
Korzystajac z liczb zespolonych wyprowadzimy odpowiednig tozsamos¢ trygonometrycz-
na.
Przyjmijmy z =cosz+isinz. Wowczas
n . n . P A
Z"=cosnx—+isinnr, 2z "=cosnr—isinnr, CcOsSnI= 5
Zatem 6
6 z+271 204620 +1522 420415272+ 62744270
cos’ T = = =
2 64
_ cosbx n 3cosdx n 15cos2x n 5)
32 16 32 16
Pamietajac, ze catka oznaczona z cosinusa po pelnym okresie jest réwna 0, otrzymujemy
2 2 2
/Cosﬁxdx: cos6x n 3cosdx n 15cos2x +£ dx:/5 dx:27r-5—7r _ 51 '
32 16 32 16 16 16 8
0 0 0
T

Odpowiedz: Dana w zadaniu catka ma wartos¢ 5
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Zadanie 32« (10 punktéw)

Obliczy¢ wartos¢ catki oznaczonej / sin?16 2 — cos®6 1 dx.
Rozwigzanie:

7, rownosci -
COsST = sin (x + 5)

oraz
|sin(x+7)|=|sinz]|
otrzymujemy
T T w/2 T
/0052016350[:1::/31112016 (a:—l-g) dr = / sin2016 (x—l—g) dr + / sin2016 (:L‘—i—g) dx =
0 0 0 /2
w/2 T /2
= / sinQOlG( )d$+ / s1n2016( —> / 291 ¢ do + / sin?916 g dx =
0 /2 /2
:/sin2016xdx

0

skad wynika, ze dana w zadaniu catka ma wartos¢ zero.

Odpowiedz: Dana w zadaniu catka oznaczona ma wartos¢ 0.

Uwaga: Idea powyzszych rachunkéw jest nastepujaca: Funkcje sin?*'6 i cos?'6 sg

catkowane po pelnym okresie rownym m, a przy tym jest to ta sama funkcja, tylko
przesunieta o /2.
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Zadanie 33« (10 punktéw)
Funkcja f: (1, +00) — R jest okreslona wzorem

fz)= / (logy t —3)'7 dt .
1
Wyznaczy¢ punkt, w ktéorym f osiaga najmniejsza wartosc.
Rozwigzanie:
Poniewaz f'(x)=(logy —3)*°"", mamy f'(z)<0dlaz€(1,8) oraz f'(x)>0 dla >8. Stad
wniosek, ze funkcja f jest malejaca w przedziale (1, 8) i rosnaca w przedziale (8, +00),
a zatem osigga najmniejsza wartos¢ w punkcie 8.

Odpowiedz: Dana w zadaniu funkcja osiaga najmniejsza warto$¢ w punkcie 8.
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Zadanie 34 (10 punktéw)

Dany jest szereg funkcyjny > f, o sumie F, gdzie funkcje f,, sa dane wzorami
n=1

sin2™x

fnl@) =335
Wyznaczy¢ najwigksza liczbe naturalna m, dla ktérej prawdziwe jest nastepujace zda-
nie: Funkcja F' jest m-krotnie réZniczkowalna a ponadto dla kazdej liczby catkowitej

dodatniej k <m zachodzi réwnosé F* Z £l

Rozwigzanie:
Wykazemy, ze m =8.
Dla liczb catkowitych nieujemnych k <8 otrzymujemy
2kn . jakidsinus 2"
B 333" ’
gdzie f© = £, a ”jaki$sinus” oznacza jedna z funkcji £sin, 4 cos. Zatem

o gkn ok 56
Esz =% 333n“33 (333) \\Ej (333) = e

skad wynika jednostajna zbieznos¢ szeregdéw funkcyjnych Z fn %) a w konsekwencji moz-
n=1

liwos¢ 8-krotnego rézniczkowania danego w zadaniu szeregu funkcyjnego wyraz za wy-

razem.

Ponadto

29 o5 2™ 512\ "
D) =227 [ Z22) cos2™
3337 (333) cossr

512 >
co dla x =0 daje szereg rozbiezny Z <333) Zatem szereg funkcyjny > f(g) nie jest
n=1

zbiezny (nawet punktowo), co dowodz1 ze liczba m =9 nie spelnia warunkéw zadania.

W rozwiazaniu wykorzystaliémy zbieznos¢ szeregu geometrycznego o ilorazie 256/333
bezwzglednie mniejszym od 1 i rozbieznos$¢ szeregu geometrycznego o ilorazie 512/333
wigkszym od 1.
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Zadanie 3O« (10 punktéw)

Obliczy¢ warto$é sumy » . Wolno skorzystac¢ z gotowych wartosci calek:
n=1

— n2+3
2 27.‘.\/5_ 1
/e””‘/3 de=5"—_—~ ,
0 \/g
2m a3 1
/62”“/g dr=5— =~ :
! 2

2

3
/e“/gcosnx dx = (62”\/3— 1) . V3 )
0

n24+3
27 -n
/em‘/gsinnx dr = <62”‘/§— 1) —_

n?+3

0

Dla czytelnosci przeprowadzanych rachunkéw oraz podanej odpowiedzi mozna uzy¢

oznaczen:
A=e>V3_q oraz B:e%‘/g—l—l.

Rozwigzanie:
Na wstepie zauwazmy, ze na mocy podanych rownosci szereg Fouriera funkcji f okresowej
z okresem 27 i okreslonej na przedziale [0, 27) wzorem
(o) V3 dla ze(0,2m)
T)=19 on
622& dla x=0

ma wspotcezynniki
e2mV3 1

o3
1 <€27r\/§_1) : V3

ag =

an:W n2+3’
1 —n

bn:—-(%‘/g—l)- 7
s € n?+3

a ponadto jest on punktowo zbiezny do funkcji f, gdyz f ma w punkcie niecigglosci
warto$¢ réwng Sredniej arytmetycznej granic jednostronnych.

Sposob 1
Poréwnujac wartosé funkcji f w punkcie x =0 z suma jej szeregu Fouriera w tym
punkcie otrzymujemy

£(0)= i:‘,oan,

czyli
™34l ™31 V3 o, s 1
= +—- (e - 1) D

2 213 T =n2+3
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Stad otrzymujemy kolejno:
Vipl V31 /3 > 1
e +1 e —\/_'(627“/5_1)'2

2 27T\/§ a T n=1 n2 + 3 ’
21v/3 T = n?+3’
7r\/§e2”‘/§+7rx/§—62”‘/§+1 & 1
6.(62m/§_1> —n2+3’
7/3B—A B i 1
6A  Z=n2+3
Sposob 11
Korzystajac z réwnosci Parsevala:
2 0o
/ f(x)?dr=2mal+7 > (ai—l—bi)
0 n=1
otrzymujemy

2

it () () LY (Y
p— —_— e _— . e JE— -

23 6m T o n?+3 n2+3 ’

co przepisujemy kolejno jako:

(2Vio1). (i) (2V5o1)”
2/3 B 6 * T

62”*/g+1262”\/§—1+_(ezm/g_l),i 1 7

2V/3 6 T = n’+3
627“/34-1_627“/3—1_1 <27r\/§_1) 00 1

— = (e 3 ’

2V/3 67 T —n?>+3

6 s =n?2+37
7T\/§62’“/§+7r\/§—62”‘/§+1 B i 1
6.(6271'\/3_1) —n:1n2+3’
W\/gB—A_i 1
6A = n2+3
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Zadanie 30 . (10 punktéw)

oo
Dowiesé. ze jezeli szereg § a, o wyrazach dodatnich jest zbiezny, to szereg »
1 n=1

n=

v an
n

tez jest zbiezny.

Rozwigzanie:
7 nieré6wno$ci miedzy Srednia geometryczna i arytmetyczng otrzymujemy
1 ap+-%
Up - —5 < i n? 3
n? 2
czyli
N Gn G 1
~— <+
no 2n?
Poniewaz wiemy, ze
> 1
Z — <400,
n=1"1
a 7 zatozen zadania -
> a, <+oo,
n=1

dostajemy nieréwnosci
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