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KOLOKWIUM nr 60, 6.06.2016, godz. 16.15-17.00
Zadanie 08 (20 punktéw)
Dany jest szereg funkcyjny Z fn 0 sumie F', gdzie funkcje f,, sa dane wzorami

n=1

cosnbx

fa(z) = w0
Wyznaczy¢ najwieksza liczbe naturalng m, dla ktérej prawdziwe jest nastepujace zda-
nie: Funkcja F' jest m-krotnie rézniczkowalna, a ponadto dla kazdej liczby calkowitej

dodatniej k < m zachodzi réwnosé F® = > fik),
n=1

Rozwigzanie:
Wykazemy, ze m=7.
Dla liczb catkowitych nieujemnych k£ <7 otrzymujemy

jakigsinus n®z

(k)
fn (ZE’) - n60—8k )

gdzie f© = £, a ”jaki$sinus” oznacza jedna z funkcji £sin, +cos. Zatem

nz:leT(Lk)H - nz:lnﬁOl—Sk S 712::1 n601—8-7 :7;734 <00,

skad wynika jednostajna zbieznos¢ szeregéw funkcyjnych Z f,(Lk), a w konsekwencji moz-
n=1
liwos¢ 7-krotnego rézniczkowania danego w zadaniu szeregu funkcyjnego wyraz za wy-
razem.
Ponadto
f®(x) =n*cosn’z,

n

o0 o

co dla x =0 daje szereg rozbiezny Zn4. Zatem szereg funkcyjny Z f,(f) nie jest zbiezny
n=1 n=1

(nawet punktowo), co dowodzi, ze liczba m = 8 nie spelia warunkéw zadania.
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Zadanie 09. (27 punktéw) Udowodnié¢ nier6wnosci:
1000

1
>~ — <0,0000495, (5 punktow)
n=101""
1000 ¢
> —>0,0000485, (7 punktéw)
n=101""
1000
> —>0,000049. (15 punktéw)
n=101""
Rozwigzanie:
Rozwazmy catke oznaczona
1000
a1 — g 0000405
2o 22 ©2-108 0 2-10%
=100

oraz podzial jej przedziatu catkowania [100, 1000] na 900 przedziatéw dtugosci 1.

1° Poniewaz funkcja podcatkowa jest malejgca, zachodzi nier6wnosé

1000
d 1000 1

0,0000495 = / . > (suma warto$ci w prawych koncach)

3 "3’

o T n=101

co stanowi nieréwnosé za 5 punktow.

2° 7 tego samego powodu zachodzi tez nieréwnosé

d 1
0,0000495 = / —i <> — (suma wartos$ci w lewych koncach)
o & n=100
skad otrzymujemy
1000 1 999 1 999 1 1 1
— > — = — ———>0,0000495 — — =0,0000485
n:zlol n3 n:zlol TL3 n:zll)o s 106 7 106 7 7

co konczy dowdd nieréwnosci za 7 punktow.

3° Poniewaz funkcja podcatkowa jest wypukta, zachodzi nieréwnos¢ wynikajaca z me-

tody trapezow:

dz 1 1 1
0,0000495 — / ooty
3 n_z;mn3+2-106+2-109
100 =
skad
1000 1 999 1 1 1 1 1
— = 4+ >0,0000495 — —— — —— 4 =
n;ol n? n;:m n3 * 1097 7 2-106  2-.10° + 109
1 1
—0.0000495 — ———— — —— =0.0000495 — 0,0000005 -+ 0,0000000005 =
’ 2.106  2.109 ’ g +0,

=0,0000490005 > 0,000049 ,

co daje nieréwnos¢ za 15 punktow.
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