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KOLOKWIUM nr 61, 13.06.2016, godz. 15.15-17.30
Zadanie 10, (20 punktéw)

d
Wyznaczy¢ taka liczbe wymierna a <7, ze / @ T
J »?+1 4
Rozwigzanie:
Poniewaz

/7 dx "
——— =arctgz
xz2+1 &

a

=arctg 7—arctg a,

r=a

pozostaje znalez¢ liczbe a spetniajaca réwnanie
™
arctg 7 —arctg a = 1= arctg 1,

czyli
arctg a =arctg 7—arctg 1.

Poniewaz arctg t jest argumentem liczby zespolonej 1+ ti, otrzymujemy

arctg a = arctg 7 —arctg 1 = arctg 7+arctg (—1) =arg(1+7i) +arg(l—i) =
3 3
=arg((1+7i)-(1—1i))+2km =arg(8+6i) +2km = arg (1 + 4i> +2km = arctg 1 + 2k,
skad po uwzglednieniu nieréwnosci

7r< ‘ 3<7r
—— <arctg - < —
2 8379

0 <arctg 7—arctg 1 < g

wynika k=0 oraz a =3/4.
Odpowiedz: Warunki zadania spetnia liczba a =3/4.
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Zadanie T 1. (20 punktow)
Dane sa takie ciagi (a,), (b,), (¢n) i (d,) o wyrazach rzeczywistych dodatnich, ze

o0 oo oo o0
2 _ 4 6 __ 12
Zan_ an_ ch_ Zdn =1
n=1 n=1 n=1 n=1
o0
Dowies¢, ze Zanbncndn <1.

n=1
Rozwigzanie:
Z nieréwnosci miedzy $rednia geometryczna i arytmetyczna liczb a?, a2, a2, a?, a2, a2,
bbb bt 881 dl? otrzymujemy
12/02 .02 .42 .02 .02 .02 . b4 . pA . p4 . o6 . 6 . J12
\/an az-az-a?-a?-a?-by-br-br-cd-cl-dl? <

< a+a?+a2+a?+a:+a?+04+b2+b2+ 848 +dl2
X

12 ’
czyli
a2 bt S g2
nbnCndy < 24 2p ey
e VI T
Stad
> © CL2 b4 CG d12 1 0 1 o 1 o] 1 oo
nbncnd, < LTS (T T 2, —, pra . 6, ~ . J2
UESE DR
2 4 6 12 7

co konczy rozwiazanie zadania.
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Zadanie T 2. (20 punktow)

o o o
Poda¢ przyktad takiego ciagu (a,), ze szeregi 3 a, i 3 a sa zbiezne, a szereg 3 a’
n=1 n=1 n=1
jest rozbiezny.

Rozwigzanie:
Przyktadem o whasnosciach sformutowanych w tresci zadania jest ciag (a,,) zdefiniowany
wzorem

b,
ak(m—l)-H“ - W

gdzie liczby by, by, b3, ..., by spetniaja warunki

dla meN, r=1,2,3,..., k,

bi+by+bs+...+bp=b+by+b3+...+by =0 (<)
oraz
bl +b5+bi+...+b, £0. ()
Pozostaje wiec skonstruowac lub wskazac¢ taki uktad liczb by, bo, b3, ..., by.
Konstrukcja:

Zatézmy, ze uktad liczb by, bs, b, ..., by sktada sie z x jedynek, y dwodjek i z tréjek,
przy czym dopuszczamy ujemne wartosci z, y i z oznaczajace odpowiednio —z liczb —1,
—y liczb —2, —z liczb —3. Wéwezas rownosci (<») przyjmuja postaé

r+2y+3z=x+32y+2432=0,

skad otrzymujemy 30y + 240z =0, mozemy wiec przyja¢ z =1 oraz y = —8. To prowadzi
do x =13. Zauwazmy, ze przy tym

r+27y+3"2=13-27.843"-1=13-1024+3" = —1011 42187 =1176,
skad wynika warunek (©). W konsekwencji mozemy przyjaé¢ k=22 oraz
b1:b2:b3:...:b1221)13:1, b14:b15:...:b20:b21:—2, b22:3.
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Zadanie 13 (20 punktow)
Obliczy¢ catke nieoznaczong

/x”- T+ 1dx
dla wybranej przez Ciebie liczby naturalnej n.

Rozwigzanie:
Przyjmiemy n = 6 i wykonamy podstawienie

t= NaT+1,

czyli
th=2"+1

oraz formalnie
118909 dt =725 dz .

Otrzymujemy
6 11 L /n 6 1 10 11 7.4 11 ¢
/a: . \/3:7—1-1dx:?/ Va'+1-Tx dx:?/t-llt dt:7/t dt:7-ﬁ+0:
11-¢12 11 " 12/11
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Zadanie T4 (duzo punktéw)

Obliczy¢ warto$¢ sumy Z EUNE Wolno skorzysta¢ z gotowych wartosci calek:
n=1 n
27 Zﬂﬂ
—1
/ ALY e — ,
) V2
27 471_\/5
-1
/ A C I —— :
) 2v/2
2
2
/emﬁcosnx dr = ((22”‘/5— 1) : L )
/ n?+2
2
V2 - _ (. 2mV2 . —n
/e smnxdx—(e 1) RO

0

W miare mozliwosci rozwiazaé¢ zadanie dwoma sposobami i poréwnac¢ wyniki. Dla
czytelnosci przeprowadzanych rachunkow oraz podanej odpowiedzi mozna uzy¢ oznaczen:

A=e2™2_1 oraz B:e%ﬁ—i—l.

Rozwigzanie:
Na wstepie zauwazmy, ze na mocy podanych rownosci szereg Fouriera funkcji f okresowej
z okresem 27 i okreslonej na przedziale [0, 27m) wzorem

f(w) = V2  dla ze(0,2n)
62772& dla x=0
ma wspotcezynniki

627r\/§ _ 1

2mv2

ag =

1 2
= o)
L

a ponadto jest on punktowo zbiezny do funkcji f, gdyz f ma w punkcie nieciggtosci
warto$¢ réwna sredniej arytmetycznej granic jednostronnych.

Sposdb 1
Poréwnujac warto$é¢ funkeji f w punkcie x =0 z suma jej szeregu Fouriera w tym
punkcie otrzymujemy

£(0) = i_ojoan,

czyli
627“/54-1 627”/5—1 4 \/§ ( 212 1) i 1
— — e — . .
2 212 ™ 1 n?+2
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Stad otrzymujemy kolejno:
V211 V21 /2 1
e +1 e :\/_.(6%\/_1)_2’
2 22 T nt+2
TV2eTV2 4 1 /2 —e2V2 11 /2 ( - 1) 5 1
= — | €& — . —,
2my/2 us on?+2

2e¥™V2 4 /2 — 2”\f—|—1_§:
4'(62“‘[—1) o 1712—1—27

7T\/§B—A_ > 1
44 Znr42

Sposob 11
Korzystajac z réwnosci Parsevala:

27 00
/f(x)2 dr=2maj+m» (ai+bi>
0

n=1
otrzymujemy
2
Vil (Po1) 1 (1), V2 2+<( A | P )2
202 A =\ n?+2 ‘ n2+2/) |’
co przepisujemy kolejno jako:
V2 1) 2#\/§+1 27T\/§_12 00
(e )(6 ):(6 )+1,(62W\/§_1>2.Z 1 7
2v/2 4w ™ ni+2
2mv/2 27r\/§_ [ee]
e +1 e 14_2-(62”‘/5—1)-2#,
22 dm s =n?42
V2l V21 1, > 1
2V/2 A _%'(e _1)';n2+2’

7T\/§627r\/§+71'\/§—62ﬂ-ﬁ+1:1-(627“/5_1).% 1
47 7T —n?427
7T\/_€27r\[+7'('\/_ 2“‘[—1—1_% 1
4.(6277«[_1) 242’

7T\/§B—A_ > 1
44 =242
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