Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2B, lato 2015/16

Szeregi potegowe - rozwigzania zadan 1050-1060.
1050. Wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregu potegowego
00 (n+35)n2 .o

> ;

n=1

n’I’L

Rozwigzanie:
Stosujemy do danego w zadaniu szeregu potegowego kryterium Cauchy’ego:

7\1/<"+35>"2-|x|5" <”+35)n"x|5—( 35)n’|$|5—>e35-|x\5;

nn? nm L+ n
gdzie ostatnia zbiezno$¢ ma miejsce przy n — +oo.
Szereg jest wiec zbiezny, gdy €3 -|z|®> < 1, czyli |z| < e, natomiast jest rozbiezny, gdy
e |zP>1, czyli x| > e .

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg potegowy ma promien zbieznosci e 7.

1051. Wyznaczy¢ przedziat zbieznosci szeregu potegowego

i x5n2
— \/ﬁ. 5n2 .
Rozwigzanie:
Stosujemy kryterium Cauchy’ego do danego w zadaniu szeregu:
Ll I Cwy%
\/ﬁ . 5”2 / (l/ﬁ .fFn (L/ﬁ 5 "

i zauwazamy, ze wobec lim {/n =1 zachodzi zbieznosé
n—oo
1

lim =1.

n— \/T\/ﬁ_

n

R .
Jezeli s <1, czyli

[ < V5,

to nh_)r& b, =0<1, skad wynika, ze dany w zadaniu szereg potegowy jest zbiezny.
Elk

Jezeli zas % > 1, czyli
| > V5,
to nlLI& b, =400 > 1, skad wynika, ze szereg potegowy jest rozbiezny.

Zatem szereg potegowy ma promien zbieznosci v/5 i pozostaje zbadaé jego zachowanie
na koncach przedziatu zbieznodci.
Dla x = v/5 szereg potegowy przyjmuje postaé

g1 &1
n—1 Vn B n—1 nl/2

i jest rozbiezny jako szereg postaci > #, gdzie p< 1.
1

n=
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Natomiast dla 2 = — /5 szereg przyjmuje postaé

L

i w oczywisty sposob spetnia zatozenia kryterium Leibniza o szeregach naprzemiennych,
jest wiec zbiezny.

Odpowiedz: Przedzialem zbieznosci szeregu potegowego jest przedziat

- 95, ¥5) .

1052. Wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregu potegowego
i nl.2m. 30
= nn- (3n>

n

Rozwigzanie:
Stosujemy kryterium d’Alemberta:
(n+1)!_2n+1'x3n+3 n”(?’:) B (n+1)2|x|3 B
" 3043\  pl.on.p3n|  (n¥D)"FT (3n+3)-(3n+2)-(3n+l)
(7’L—|— 1) i (n+1> n-2-z nn (n+1)-(2n+2)-(2n+1)

24z (n+1)-(2n42)-2n+1)  2-]z]P-(n+1)-2-(2n+1) _}8-|x|3
Ot (3n+3) (3n+2)-(3n+1)  (1+1)"3-(3n+2)-Bn+1) €27

przy n — oo.
Zatem dany w zadaniu szereg potegowy jest zbiezny, jezeli

8 |x|? 3e
e-27 2
3Ve

>1, czyli |z|> 5 -

<1, czyli |z|<

a rozbiezny, jezeli
8- |x|3
e-27

3Ye
Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg potegowy ma promien zbieznosci \2/_
1053. Wyznaczy¢ przedziat zbieznosci szeregu potegowego

D

~ n?+10
Rozwigzanie:
Korzystamy z kryterium d’Alemberta:
(n+4)-3m+t. g3n+s3 n?+10 (n+4)-(n*410)-3-|z]?

: — 3|z,
(n+1)24+10 (n+43)-3m- 23" ((n4+1)2410)-(n+3) = 3Jal
Jezeli 3-|z|> <1, czyli
1
|z < 5=

\3/3 ;

to szereg potegowy jest zbiezny.
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Jezeli za$ 3-|z|®> > 1, czyli
1

S —
">
to szereg potegowy jest rozbiezny.

Zatem szereg potegowy ma promien zbieznosci 1/\3/3 i pozostaje zbadaé jego zacho-
wanie na koncach przedziatu zbieznosci.

Dla x = 1/\3/§ szereg przyjmuje postac

i n+3
—n?+10°
Udowadniamy jego rozbieznos$é¢ korzystajac z kryterium poréwnawczego:
= n+3 = n+0 1 &1
;num /;n2+10n2 11;71 e
Dla x = —1/% szereg przyjmuje postac
- n+3 n
2 g U
—nc+10
Udowadniamy jego zbieznos¢ korzystajac z kryterium Leibniza o szeregach naprzemien-

nych.
W tym celu trzeba wykazaé spelnianie trzech warunkow:
1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne.
Jest to oczywiste.
2° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw jest zbiezny do zera.

. n+3 430
lim ———— = lim 5 =—-=0.

3° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazow jest nierosnacy.
W tym celu trzeba udowodni¢ nieréwnosé
n+3 n-+4
n24+10 " (n+1)24+10"
Przeksztatcajac powyzsza nieréwnosé otrzymujemy kolejno:
(n+3)- (n?+2n+11) > (n+4)- (n*+10)
n®+2n? + 11n+3n +6n+33 > n’+ 10n +4n” 4 40
n®+5n°+17n+33 > n’ +4n” + 10n+40
n*4+Tn—7>0

n*+7(n—1)>0,

co jest prawdziwe dla kazdej liczby naturalnej n.
Odpowiedz: Przedzialem zbieznosci szeregu potegowego jest przedziat
1 1
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1054. Podac¢ przyktad takiego szeregu potegowego - a,x™ zbieznego na calej prostej
n=0
rzeczywistej, ze
Zanx”:E) dlax=1 oraz Zanx":20 dla z=2.
n=0 n=0
Rozwigzanie:
Wystarczy przyjaé as =5 oraz a, =0 dla n # 2.
1055. Podac¢ przyktad takiego szeregu potegowego - a,x™ zbieznego na catej proste;j
n=0
rzeczywistej, ze
Zan:c”:2 dlax=1 oraz Zanx”: 18 dla z=3.
n=0 n=0
Rozwigzanie:
Wystarczy przyjac¢ as =2 oraz a, =0 dla n # 2.

1056. Wyznaczy¢ przedziat zbieznosci szeregu potegowego

o0 9n .an

Z 1, 1000 ’

n=1
Rozwigzanie:
Stosujac kryterium d’Alemberta otrzymujemy
n 1000 +oo>1 dla |ZL’|>]_
—2~|x]2”+1'(1) — 2>1 dla |z|=1
nt 0<1 dla |z|<1

gn+l, ,(nt+1)* 1000

(n+1)1000 “on . gn?

Stad wynika, ze dany szereg jest zbiezny tylko dla |z| < 1.
Odpowiedz: Przedzialem zbieznosci danego szeregu potegowego jest przedziat (—1,1).
1057. Podac¢ przyktad takiego szeregu potegowego ioj a,x™ o promieniu zbieznosci
rownym 2, ze "
ianxnzél dlax=1.

n=0

Rozwigzanie:
Wystarczy przyjaé¢ ag=3 oraz a, =1/2" dlan > 1.

Inny przyklad: a, =2/2".

1058. Wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregu potegowego
= ((3n)))" 5

nz::l ((2n))™

Rozwigzanie:
Stosujemy kryterium Cauchy’ego do danego w zadaniu szeregu:

@«wmf”ﬁﬁ_x@mn?ﬁ"_
(2n))™
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Nastepnie stosujemy kryterium d’Alemberta do ciagu (b,), przy zatozeniu x # 0:
buri _ (Bn43))%-at0  (20))°  _ (Bn+3))*  (20))° 4

b, (2n+2))°  (Br))*-2%"  (Bn))?>  ((2n+2)!)°
2 2 2
(n+3) Bnr2 @G+ 1)? o (3+3)-(+3)-(+1) o 30
= . e . —
(2n+2)%- (2n+1)° (2%)3.(%%)3 26
przy n— oo.
6.6
Jezeli 56 <1, czyli
ol < 2
:;C‘ —
3 Y
to na podstawie kryterium d’Alemberta zastosowanego do ciagu (b,) otrzymujemy
limb,=0<1,

skad w oparciu o kryterium Cauchy’ego zastosowane do szeregu potegowego danego

w tresci zadania wnioskujemy, ze szereg ten jest zbiezny.
6.6

Jezeli zas > 1, czyli

26
2

3 Y

to nll_{lgo b, =+o0 > 1, skad wynika, ze szereg potegowy jest rozbiezny.

|z >

Zatem szereg potegowy ma promien zbieznosci 2/3.

Odpowiedz: Promien zbieznosci danego szeregu potegowego jest réwny 2/3.

1059. Wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregu potegowego

2 2
e8] n2n "

2@y
Rozwigzanie:
Stosujemy kryterium Cauchy’ego do danego w zadaniu szeregu:

n n2n2 . |gj|n2 B n2n_ |:L,|n y
() (2n)!
Nastepnie stosujemy kryterium d’Alemberta do ciagu (b,,), przy zatozeniu x # 0:

2n
by (D] a) (1) (2

by, (2n+2)! n¥-lzl® (2n+2)-(2n+1)
R
n 2-(2n+1) 4

przy n — oo.

Jezeli 6Z|gz7| <1, czyli

|"L‘|<;7
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to na podstawie kryterium d’Alemberta zastosowanego do ciagu (b,) otrzymujemy

lim b, =0<1,

skad w oparciu o kryterium Cauchy’ego zastosowane do szeregu potegowego danego

w tresci zadania wnioskujemy, ze szereg ten jest zbiezny.
2

Jezeli zas % x| > 1, czyli
’:L‘| > g )

to lim b, =400 > 1, skad wynika, ze szereg potegowy jest rozbiezny.

n—~oo

Zatem szereg potegowy ma promien zbieznosci 4/e?.

Odpowiedz: Promiefi zbieznosci danego szeregu potegowego jest réwny 4/e?.

1060. Wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregu potegowego
. (4n)!- 2"

ZW (1)

n=1
dla tak dobranej wartosci rzeczywistej parametru p, aby promien ten byt dodatni i skon-
czony.

Rozwigzanie:
Stosujemy kryterium d’Alemberta do szeregu (1) traktowanego jako szereg liczbowy
z parametrem x # 0.

Otrzymujemy

(4n+4)!- 2076 (2p)l.pPm
(2n—+2)!- (n+ 1P+ (4n)l-z6n

(4n+1)-(4n+2)- (4n+3)- (4n+4)-2°

@+ 1)-@n+2) (B (1
_ (4n+1)-(4n+2)-(4n+3)-2 8 _)64':1:76
(2n+1)-(n+1)? ((m)")p er

n

przy n— o0, o ile p=2, bo tylko dla p=2 pierwszy czynnik powyzszego iloczynu ma
granice rzeczywistg dodatnia.

Tak wiec zastosowanie kryterium d’Alemberta prowadzi do granicy ilorazéw kolejnych
wyrazow rownej — 2% dla p=2.
e

64 3
Jezeli — 20 <1, ezyli |z] < \f, to szereg (1) jest zbiezny.
e
64 Ve
Jezeli zas — 29> 1, ezyli |o| > \g_, to szereg (1) jest rozbiezny.
e

Stad wniosek, ze promien zbieznosci szeregu potegowego (1) jest réwny

oI5
]

3
e
Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg potegowy ma dla p =2 promien zbieznosci B
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