Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2B, lato 2015/16

PRZYPOMNIENIE: dodatkowy wyklad
w poniedzialek 16 maja 2016 r. godz. 14-16 sala HS.

Kolokwium 10,5 (12.05.2016) - material poziomu B do zad. 1139
Liczby zespolone, zespolone szeregi liczbowe i potegowe

Zadania do oméwienia na ¢wiczeniach 10-11.05.2016 (grupy 2—-3, poziom B),
a w miare wolnego czasu takze na ¢wiczeniach 9.05.2016 (grupa 1).

1076. Sprawdzi¢, ze
/a2 112 [aZ L D2 —
\/a+bi::|:( a—;—i_a%-z’sgn(b) a—|—2a) ,

jesli b# 0.
Rozwiagza¢ rownania i uktady réwnan:
1077. z=2> 1078.z=2z"! 1079.1+i=2> 1080. 3+4i=2> 1081. z’°z2=28i

1082. —3+4i =22 1083. 22 +2=1i 1084. 2’ +iz=1 1085. 2=%z+1
2 __ 2 2 __ . _ - _

1086. {25_’22 1087. { atz=l " jogs. {Zlﬂ.’z?_l 1089. {Zl+z2_1.
25 =2 21+ 29=—1 294121 =2 Zit =1

Rozwiaza¢ roéwnania i nieréwnosci. Zaznaczy¢ zbior rozwigzan na plaszczyznie zespo-
lonej:

1090. Rez+Rez2 >0 1091. 3|2| < |22 +1 1092. |z|=|z+1
1
1093. |2+i| < |z —i 1094. Tm—— =0 1095. ReZ1 2 —0
z2+1 z

1096. W trojkacie prostokatnym PQ D kat przy wierzchotku P jest prosty, a przy tym
PQ=11i PD=4. Ponadto punkt C jest srodkiem odcinka PD, punkt A jest érodkiem
odcinka PC', punkt B jest srodkiem odcinka AC. Punkt F lezy na prostej PD, przy
czym

IPQA+<IPQB+YPQC =<PQD+<PQE.
Obliczy¢ PE.
Kryteria zbieznosci szeregéw o wyrazach zespolonych
Warunek konieczny zbieznosci

Jezeli z, nie dazy do 0, to szereg > z, jest rozbiezny.
n=1
Zbieznos¢ bezwzgledna
Jezeli Y |z,| < oo, to szereg > z, jest zbiezny.
n=1 n=1
Kryterium d’Alemberta i kryterium Cauchy’ego

Zn+1
Zn

&)
Jezeli lim <1, to szereg > z, jest zbiezny.
n—00 n=1

Zn+1
Zn

o0
Jezeli lim > 1, to szereg > z, jest rozbiezny, a co wiecej lim |z,| = +o0.
n—oo ne=1 n—oo
o0
Jezeli lim {/|z,| <1, to szereg Y z, jest zbiezny.
n—00 n=1

[e.°]
Jezeli lim {/|z,| > 1, to szereg Y z, jest rozbiezny, a co wiecej lim |z,|=+o0.
n—00 n—=1 n—00
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Uogodlnienie kryterium o szeregach naprzemiennych

Jezeli ciag (a,,) jest zbieznym do zera nierosnacym ciagiem liczb rzeczywistych dodat-
nich, to dla dowolnej takiej liczby zespolonej z, ze |z| =1 oraz z # 1, szereg Y a,2" jest
n=1
zbiezny.
Powyzsze jest prawda takze dla |z| < 1, ale wéwcezas na ogét stosujemy inne kryteria.

Inne kryteria

o0 o o
Jezeli szeregi > z, 1 Y y, sa zbiezne, to szeregi Y- (z,tvy,) sa zbiezne i wéwczas
n=1 n=1 n=1

S (zntyn) =D 2t D Yn.
n=1 n=1 n=1

o0 o0 o0
Jezeli szereg Y z, jest zbiezny, a szereg Y v, jest rozbiezny, to szeregi Y (z, £ yy)
n=1 n=1 n=1

sg rozbiezne.
Dla dowolnej liczby zespolonej ¢ # 0 szereg § ¢z, jest zbiezny wtedy i tylko wtedy,
n=1

gdy zbiezny jest szereg > z,. JeSli oba szeregi sa zbiezne, to
n=1

[e's) 0
S em=cY 2
n=1 n=1

Zbieznos¢ szeregu nie zalezy od zmiany lub pominiecia skonczenie wielu poczatkowych
wyrazow.

Szereg Y z, jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy zbiezne sg jednoczesnie szeregi
n=1

> Rez, oraz Y Imz,. Jesli podane szeregi sa zbiezne, to

n=1 n=1
o0 (o) o0
Zzn: ZRezn+iZImzn.
n=1 n=1 n=1

Obszar zbiezno$ci szeregu potegowego jest kotem o $rodku w zerze i promieniu
R €[0,+00], zwanym promieniem zbieznosci szeregu. Przy R =0 koto zbieznosci degene-
ruje si¢ do punktu 0, przy R =-+o00 obszarem zbieznosci jest cata ptaszczyzna zespolona.
Na okregu bedacym brzegiem kota zbieznosci szereg potegowy moze by¢ zbiezny w cze-
sci punktéw, a w czesci rozbiezny.

Zbada¢ zbieznos¢ szeregdw:

> 1 < n > n = n+1
1097. _ 1098. Fa— 1099. - 1100. -
nz::ln2+z'n+1 ;m-m mn?4 n?+i

Wyznaczy¢ obszary zbieznosci zespolonych szeregéow potegowych:

oo oo oo o0 sn M oo 6n
1101. }-2"2" 1102 3onz" 1108, Yonl” 1104 3= 1105 3"
n=0 n=1 n=0 n=1 n=1
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Zadania do samodzielnego rozwigzania.

3 4
1106. Niech z:g—l—gz. Dla podanych liczb m,n poda¢ taka liczbe catkowita k,

aby zachodzita réwnoéé 2™ -z" = zF. Uwaga na sprzezenie w drugim czynniku po lewej
stronie.

a) m=10, n=1, k=..... :
b) m=15 n=2, k=..... :
c) m=20, n=3, k=..... :
d) m=50, n=4, k=.....

1107. Dla podanej liczby zespolonej z poda¢ najmniejsza liczbe naturalng n > 1 taka,
ze 2" =z.

14+
b) 2= = :
) 7
1 3
c) z:—z—l—\é_-i, n=..... :
d) z:ﬁ—z, N=....
2 2

1108. Rozwigza¢ réwnanie
ZZ=2z+7Z

w liczbach zespolonych. Opisaé, jaka figura geometryczng na ptaszczyznie zespolonej jest
zbidr rozwigzan.

1109. Czy nier6wnosé |z +1| < |z —4] jest prawdziwa dla liczby zespolonej
a) z=log,3+i-log,7;
b) z=logsb+i-log,9;
c) z=log,8+i-log;12;
d) z=logs11+i-loggld?

1110. Czy réwno$é z2 = 272 (uwaga na sprzezenie po lewej stronie) jest prawdziwa
dla liczby zespolonej
a) z=+/logg2+i-/logs3;
b) z=+/log;s3+1i-/log,4;
c) z=+/log;gd+1i-/loggh;
d) z=+/logs,b+i-+/logs,67

1111. Czy podana liczba zespolona spetnia réwnanie 2% = —64

b) z=—1+iV3:
¢) z=+/3+1i;
d) z2=—V3+i?

Lista 30B - 78 - Strony 76-80



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2B, lato 2015/16

13

1112. Czy réwnosc z'° = z jest prawdziwa dla liczby zespolonej

a) z=—1;
V3—i

b) z= 5
1414

c) z=—+;

\/§ )
1+iv3

d) z= ?
) 2 5
1113. Czy réwnosé z'3 = 2713 (uwaga na sprzezenie po lewej stronie) jest prawdziwa
dla liczby zespolonej
) 3+4
a) z= ;
bt
5+8i
b) 2= + :
9
5+1iv23
c) z=—7—;
8
6+1iv13
d) z= +Z7 ?

1114. Niech R(m,n) bedzie liczba takich liczb zespolonych z, ze
(z"—=1)-(2"—1)=0.

Czy wtedy

a) R(2,3)=5;
b) R(3,4)=6:
c) R(4,6)=8;
d) R(3,6)=87

1115. Czy dla podanych liczb zespolonych zi, 25, 23 istnieje taka liczba zespolona z,

|z —z1| = |2 — 22| = |2 — 23]
a) z1=1+i, 2=2+2i, z3=13+4i;
b) zi=14i, 2=2+2i, 2=8+8i;
c) z1=141, 20=2+4+2i, 2z3=5+9i;
d) z1=1414, 20=2+2i, 23=T7+11i?

1116. Czy podana liczba zespolona z spelia nieréwnosé |z —1| < |z — 3|

a) z=1ogy3+1i-10gy7 ......... b) z=1log,7+i-logy5 .........
c) z=1logy3+1i-logy11 ......... d) z=log,b+i-log,13 .........
1117. Czy podana liczba zespolona z spelia nieréwnosé |z —i| < |z — 51

a) z=1ogy3+i-logy7 ......... b) z=log,7+i-logys .........
c) z=logy3+i-log,11 ......... d) z=log,5+i-logy,13 .........
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1118. Czy podana liczba zespolona z spetnia réwnanie Z7 =z}

3 4 1 2
a)Z:g‘f‘gl ......... b)Z:§+§Z .........
c) 2=2+3i ......... d) 2=3+4i ...
1119. Czy podana liczba zespolona z spetnia réwnanie 2° =1

V2 V2 V3 1

=t ... b) z2=—+4=i .........
a) z 5 Tt ) = 5 T35

1 3
c)z:Q—l—\é_i ......... d) z=i ........
1120. Czy podana liczba zespolona z spetnia réwnanie 2° =1

V2 V2 V3 1

=—t 0 e b) z=—+4=i .........
a) z 5 T3t ) = 5 T35t

1 3
c)z:2+é_i ......... d) z2=i .........
1121. Czy nieréwnosé |z —1| < |z — 5| jest prawdziwa dla

a) z=1410 ... b) z2=2+2i ........ c) 2=3+4+30 ... d) z=4+4i .........
1122. Czy nieréwnosé |z| < |z —4i| jest prawdziwa dla

a) z=141i ... b) 2=2+2i ........ c) 2=3+4+30 ... d) z=4+4i .........
1123. Czy nieréwnosé |z —5—>5i| < |z+1+1i| jest prawdziwa dla

a) z=1410 ... b) z2=2+2i ........ c) 2=3+30 ... d) z=4+4i .........
1124. Czy nieréwnosé |z — 7| < |z —Ti| jest prawdziwa dla

a) z=1410 ........ b) 2=2+2i ........ c) 2=34+30 ... d) z=4+4i .........
1125. Czy liczba (\/§+z)n jest rzeczywista dla

a)n=2012 ......... b) n=2013 ......... c) n=2014 ......... d) n=2016 .........
1126. Czy liczba (1— \/§z)n jest rzeczywista dla

a) n=2012 ......... b) n=2013 ......... ¢) n=2014 ... d) n=2016 .........
1127. Czy liczba (—1+414)" jest rzeczywista dla

a) n=2012 ........ b) n=2013 ......... ¢) n=2014 ... d) n=2016 .........

Na kazde z ponizszych 12 pytan ud21el odpowiedzi TAK /NIE.

Czy zespolony szereg potegowy Z — jest zbiezny dla
n

n=1
1128. 2 =1 oo, 1129, 2= —1 .o
. 344
1130. 2= ..., 1181, 2= " e
1132. 2= \/§2+@ ......... 1133. 2= ‘/52_2 .........
5+51 7—4i
1134. 2= f? Lo 1135. 2= — S
242 4
1136. g L 1137. z:\g/g .........
1138. z:3i~log263 ......... 1139. 2 =2i-108y55 we.oo....
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