Jarostaw Wroblewsk: Matematyka Elementarna, zima 2015/16

Na éwiczeniach 6.10.2015 omawiamy test kwalifikacyjny.

Uwaga: Przyjmujemy, ze 0 nie jest liczba naturalna, tzn. liczby naturalne sg to liczby
catkowite dodatnie.

1. Sformutowaé uogélnione cechy podzielnosci (tzn. w postaci: liczba przy dzieleniu
przez cos daje taka sama reszte, jaka daje ...) przez 2, 3, 4, 5, 8, 9, 10, 16, 25, 50, 125,
32.

2. Sformulowaé cechy podzielnosci przez 6, 12, 24, 15, 45, 18, 36.

3. O liczbie naturalnej wiadomo, ze jej suma cyfr jest réwna 2013. Czy ta liczba
moze/musi by¢ podzielna przez 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 15, 18, 20, 24, 25, 27, 45, 757

4. To samo, jezeli wiadomo, ze suma cyfr jest rowna 2014.
5. To samo, jezeli wiadomo, ze suma cyfr jest rowna 2016.

6. O liczbie naturalnej wiadomo, ze jej trzycyfrowa koncowka jest rowna 120. Czy ta
liczba moze/musi by¢ podzielna przez 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 15, 18, 20, 24, 25, 27, 45,
757

7. To samo, jezeli wiadomo, ze trzycyfrowa koncowka jest rowna 124.
8. To samo, jezeli wiadomo, ze trzycyfrowa koncowka jest réwna 125.

9. Obliczy¢
a) NWD(254678914%7, 10"3)
b) NWD(47285136413, 259)
c) NWD(100000008%%, 1216)
d) NWD(100000011%4, 3003%)
e) NWD(2000000043!, 2421)
f) NWD(18465210275%, 107)
g) NWD(77714284263286, 1437)
h) NWD(1122334455666%°, 4437)
i) NWD(124689457162722%, 1417, 330%3)
j) NWD(1352263965789126%*, 2619, 39%2)

10. Dane sg liczby naturalne m, n. Wowczas dla dowolnej liczby naturalnej &, liczba k
jest podzielna jednoczesnie przez m oraz n wtedy i tylko wtedy, gdy jest podzielna przez

Ponadto, jezeli ..., , to dla dowolnej liczby naturalnej k,
liczba k jest podzielna jednoczesnie przez m oraz n wtedy i tylko wtedy, gdy jest po-
dzielna przez mn.

11. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne d, dla ktérych prawdziwa jest nastepujaca
cecha podzielnosci przez d:
Dla dowolnej liczby naturalnej k, liczba k jest podzielna przez d wtedy i tylko wtedy,
gdy liczba utworzona przez dwie ostatnie cyfry liczby k jest podzielna przez d.

12. Jakie reszty moze dawaé kwadrat liczby catkowitej przy dzieleniu przez 37 Przez 87
Przez 57

13. Jakie reszty moze dawacé sze$cian liczby catkowitej przy dzieleniu przez 77 Przez 97
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14. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n > 1, dla ktérych liczba n? —1 jest pierw-
sza.

15. Wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze p, dla ktorych liczba 3p+1 jest pierwsza.
16. Wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze p, dla ktérych liczba p? +2 jest pierwsza.
17. Czy istnieja liczby naturalne m, n spetniajace rownanie
6" =12"7

18. Czy istnieja liczby naturalne m, n, k spelniajace réwnanie

612" =18%7
19. Czy istnieja liczby naturalne m, n, k spelniajace réwnanie

18™.24" =12%?
20. Wskaza¢ takie liczby naturalne m, n, ze

m3nd —91l.37.513

21. Ile zer koncowych ma liczba 1000! ?

22. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne d o nastepujacej wtasnosci: Dla dowolnych
liczb naturalnych m, n, jezeli iloczyn mn jest podzielny przez 7, to co najmniej jedna z
liczb m, n jest podzielna przez d.

23. To samo z liczbg 24 zamiast 7.

24. Dowies¢, ze liczba naturalna o sumie cyfr réwnej 47 nie moze by¢ ani kwadratem,
ani szescianem liczby catkowitej.

25. Dowiesé, ze dla dowolnej liczby naturalnej n liczba n? —n jest parzysta, liczba

n® —n jest podzielna przez 6, a liczba n® —n jest podzielna przez 30.

Wskazéwka: n° —n=(n—2)(n—1)n(n+1)(n+2)+cos.

26. Potaczy¢ podane warunki w grupy warunkow rownowaznych dla dowolnej liczby
naturalnej n.
a) liczba n jest nieparzysta
b) liczba n jest wzglednie pierwsza z 6
c) jedna z liczb n—1, n+1 jest podzielna przez 4
d) jedna z liczb n—1, n+1 jest podzielna przez 6
e) jedna z liczb n—1, n+1 jest podzielna przez 8
f) liczba n?>—1 jest podzielna przez 4
g) liczba n?—1 jest podzielna przez 8
h) liczba n®—1 jest podzielna przez 12
i) liczba n?—1 jest podzielna przez 16
j) liczba n?—1 jest podzielna przez 24

27. Dowies¢, ze w ciggu 1, 2, 4, 8, 16, 23, 28, ..., w ktorym kazdy kolejny wyraz
powstaje z poprzedniego przez dodanie sumy cyfr, nie wystepuje liczba 2013.

28. Niech n!l=n(n—2)(n—4)... bedzie iloczynem liczb naturalnych nie wigkszych od
n i bedacych tej samej parzystosci, co n. Ile zer koncowych majg liczby 34!! oraz 35!! 7

29. Jaka jest ostatnia cyfra liczby 37!! 7
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30. Wskaza¢ najmniejsza (o ile taka w ogdle istnieje) liczbe naturalng k, dla ktorej
podane wynikanie jest prawdziwe dla dowolnych liczb naturalnych m, n i (ewentualnie) r.
a) 3*|mn = (33|mV33n)

b) 5¥|mn = (5*mV57|n)

c) ™|mnr = (75\m Vv 73|n Vv 73|r)
d) 4*|mnr = (45\m Vv 43|n Vv 4'2|r)
e) 6F|mnr = (65|mV63|nVve62|r)

31. Pani napisata na tablicy pewng liczbe naturalng. Troje uczniéw spostrzegto i
wypowiedzialo pewne wtasnosci napisanej liczby. Niestety, tylko dwoch uczniéw podato
wlasnosci poprawne, a trzeci uczen si¢ pomylit. Ktory uczen popetnit btad?

Wersja I
Pankracy: Napisana liczba jest kwadratem liczby catkowitej.

Serwacy: Suma cyfr napisanej liczby jest réwna 38.
Bonifacy: Napisana liczba przy dzieleniu przez 9 daje reszte 2.

Wersja 11
Pankracy: Napisana liczba jest kwadratem liczby catkowitej.

Serwacy: Suma cyfr napisanej liczby jest réwna 32.
Bonifacy: Napisana liczba przy dzieleniu przez 9 daje reszte 7.

Wersja II1
Pankracy: Napisana liczba jest kwadratem liczby catkowite;j.

Serwacy: Suma cyfr napisanej liczby jest réwna 19.
Bonifacy: Napisana liczba przy dzieleniu przez 9 daje reszte 3.

Wersja IV
Pankracy: Napisana liczba jest kwadratem liczby catkowite;j.

Serwacy: Suma cyfr napisanej liczby jest réwna 2004.
Bonifacy: Napisana liczba konczy sie cyframi 2005.

Wersja V
Pankracy: Napisana liczba jest szescianem liczby catkowite;j.

Serwacy: Napisana liczba konczy si¢ cyframi 444.
Bonifacy: Napisana liczba jest nieparzysta.

Wersja VI
Pankracy: Napisana liczba jest szeScianem liczby catkowitej.

Serwacy: Napisana liczba konczy si¢ cyframi 2222.
Bonifacy: Suma cyfr napisanej liczby jest réwna 43.

32. Wiadomo, ze wsréd nastepujacych szesciu liczb
34652 —2, 3465°—4, 34652—8, 3465°—16, 3465°—32, 3465°—64
trzy sa pierwsze, a trzy ztozone. Ktore z podanych liczb sa pierwsze?

33. Na potrzeby tego zadania, liczbe naturalng k nazwiemy {adng, jezeli istnieje liczba
naturalna, ktorej kwadrat ma sume cyfr rowng k. Wiadomo, ze wsrod 11 kolejnych liczb
naturalnych od 3010 do 3020 doktadnie 5 jest tadnych. Ktore z podanych liczb sg tadne?

34. Na potrzeby tego zadania, liczbe naturalng k nazwiemy fajng, jezeli istnieje liczba
naturalna, ktorej szescian ma sume cyfr réwna k. Wiadomo, ze wsrod 11 kolejnych liczb
naturalnych od 3010 do 3020 doktadnie 3 sa fajne. Ktére z podanych liczb sa fajne?
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35. Dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich m, n, jezeli iloczyn mn jest podzielny
przez d, to co najmniej jeden z czynnikow m, n jest podzielny przez d.
Dla ktérych liczb naturalnych d powyzsze zdanie jest prawdziwe?

36. Dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich m, n, jezeli iloczyn mn jest podzielny
przez d?, to co najmniej jeden z czynnikéw m, n jest podzielny przez d.
Dla ktorych liczb naturalnych d powyzsze zdanie jest prawdziwe?

37. Dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich m, n, k, jezeli iloczyn mnk jest po-
dzielny przez d?, to co najmniej jeden z czynnikéw m, n, k jest podzielny przez d.
Dla ktérych liczb naturalnych d powyzsze zdanie jest prawdziwe?

38. Uzupehi¢ wzory skroconego mnozenia. Kropki wystepujace po lewej stronie row-
nosci zastapi¢ pojedynczym znakiem.
a) (x+2)2=x+...
b) a®>+b=(a+b)-...
c) a>—b=(a—b)-
(

h) a°...0° =

i) (a+0)*=a’+3
§) (a—b) =a'
k) (a—b)°=a°—

m) a"+b"=(a+b)-... - dla ktérych n ?
n) a"—b"=(a+>b)-... - dla ktérych n ?
0) a"+b"=(a*+b?)-... - dla ktérych n ?
p) a"—b"=(a*+0%)-... - dla ktérych n ?

Uwaga: Przyjmujemy, ze w postepie geometrycznym wszystkie wyrazy sa rézne od ze-
ra.

39. Drugi, piaty i dziesiaty wyraz pewnego postepu arytmetycznego tworza postep
geometryczny tréjwyrazowy. Jaki jest iloraz tego postepu geometrycznego?

40. Dla ktorych liczb naturalnych n > 3 prawdziwe jest nastepujace twierdzenie?

W dowolnym postepie arytmetycznym n-wyrazowym o sumie 0 co najmniej jeden z wy-
razow jest rowny 0.

41. Dla podanej liczby n wskazaé¢ najwicksza liczbe catkowita nieujemna k, dla ktorej
liczba n jest podzielna przez 8.
a) n=123456789200037%7, k=...c.ccccoeinvirrrnr.. ;
b) n=123456789200038%°, k=......ccccociriirrns. ;
c) n=123456789200048%, k=.......ccccecrrrrrrn.. ;
d) n=123456789200060%°, k=.......cceeverrrrnn.. :
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42. Podaé¢ najwiekszy wspolny dzielnik liczb

a) NWD(20!,213) =i, ;
b) NWD(21!,22%) =....ccooovoie.. ;
¢) NWD(22!,23%) =....ccoovvorrimrn.n. ;

d) NWD(23!,24%) =...oovooreeeereeran.. .

43. Poda¢ najwiekszy wspolny dzielnik.

a) NWD(1234000050, 900) = .....oo.ovvovrervee.... ;
b) NWD(1234000051, 900) = ......ovcovvrrrrrer... ;
¢) NWD(1234000052, 900) = ........covrvrrveer... :
d) NWD(1234000053, 900) = ......ooevvrrrrrer... .

44. Dla podanej liczby n poda¢ najmniejszg liczbe catkowita dodatnig k taka, ze
liczba nk jest szescianem liczby catkowite;j.

a) n=22010.32010 52018 o :
b) n=22011.32018. 52014 o -
) n=22012.32014 52015 o ;

d) n=22013.32016. 52016 o .

45. Wypisa¢ w kolejnosci rosnacej wszystkie takie liczby naturalne n, ze

a) 20<n <30, aliczba n™ jest kwadratem liczby catkowite] — .........cccceeiinn :
b) 20 <n <30, aliczba n" jest szeScianem liczby catkowite] ..o ;
c) 30<n<40, aliczba n" jest czwarta potega liczby catkowite] ..o, ;

d) 30<n <40, aliczba n" jest piata potega liczby catkowitej ..., .

46. Dla podanej liczby naturalnej n poda¢ najwieksza liczbe naturalng k, dla ktorej
prawdziwe jest nastepujace zdanie: Dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich a, b, jezeli
iloczyn ab jest podzielny przez n, to co najmniej jeden z czynnikéw a, b jest podzielny
przez k.

a) n=2229 k=i, :
b) n=37-101, k=.ccceviirirrrrrn... :
c) n=3%29, k=i, :

d) n=5-101, Kk=roocorcorrcercrrrrn. .

47. Dla podanej liczby wskazaé¢ jej nieparzysty dzielnik pierwszy mniejszy od 100.

a) 221 =1, :
B) 321, el :
) 3121, ,
d) 31 +1,
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48. Dla podanej liczby k£ podaé takg liczbe naturalng n >k, ze (kil) =k- (Z)

a) k=2, Nm=.iiiinn :
b) k=3, n=. i, :
) k=4, n=.iiirnn. :
d) k=5, n=.. :

49. Wiedzac, ze (144) =1001, ({;‘) = 2002, (164) = 3003, podaé¢ warto$¢ wspotezynnika
dwumianowego

50. Dla podanych liczb a oraz k wskazaé¢ taka liczbe naturalna n, aby zachodzita
rownos¢é

a) a=>5, k=2, n=..i :
b) a=3, k=3, Nn=.iiir. :
c) a=2, k=5, n=. :
d) a=3, k=4, n=.. )
51. W dowolnym postepie arytmetycznym n-wyrazowym ai, as, as, ..., a, O sumie

90, co najmniej jeden z wyrazoéw jest réwny w.
Dla podanej liczby n podac¢ liczbe w, dla ktérej powyzsze zdanie jest prawdziwe.
Whpisz NIE, jedli liczba w o zadanej wtasnosci nie istnieje.

a) n=>, W =eriiriiininnninnninnnnns :
b) n=9, W=t ;

c) n=10, W=.iiiiiiiiiiienn ;
d) n=15, W= :

52. Dla podanej liczby n podaé¢ przyktad rosnacego postepu arytmetycznego n-wy-
razowego o sumie wyrazow réownej n?, w ktérym wystepuje wyraz réwny 1.

A) M=3, oreerrerrreneennn :
b) n=4, . :
C) M=D, eoriiieeeiieen, :
d) =T,

53. Zapisa¢ podane sumy w postaci utamka dziesietnego z przyblizeniem do 100 miejsc
po przecinku:

2015 1 2015 1 2015 1 2015 1 2015 (_1)n
a) > o b) > o )X d) > o ) 2.
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
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